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Na lekcji matematyki
nie wszystko musi byc Scisle,
ale wszystko musi byc jasne.

7. Opial

Wstep

Podrecznik ten przeznaczony jest dla uczniow klasy pierwszej nowego, trzyletniego
liceum ogolnoksztatcacego, gdzie nauczanie matematyki odbywac si¢ bedzie w zakresie
rozszerzonym.

Punktem wyjscia tego podrgcznika jest program zgodny z podstawg programowa
nauczania matematyki, zaproponowana przez Ministerstwo Edukacji Narodowej i Sportu.
Podrecznik ten ma Tobie pomoc w systematycznym poznawaniu matematyki.

Ksigzka ta obejmuje material nauczania podzielony na osiem dziatow, z ktorych kazdy
tworzy kilka lub kilkana$cie rozdzialdéw. Znajdziesz w nich nie tylko najwazniejsze
definicje i twierdzenia wyrdznione tlustym drukiem lub ujete w ramke, ale takze wiele
rysunkow, ¢wiczen i przyktaddw ulatwiajacych zrozumienie poruszanych tematow. Kazdy
rozdzial konczy lista pytan i zadan podsumowujacych i utrwalajacych wylozony materiaf.

Niektore z nich swoja trescia nawiazuja do sytuacji z zycia codziennego. Ewentualny
niedosyt zadan proponowanych do samodzielnego rozwigzywania mozna bedzie uzupet-
ni¢, korzystajac ze zbioru zadan dofaczonego do podre¢cznika.

Podrecznik ten bedzie Tobie przyjazny, jeSli wykazesz sie aktywnoscig. Korzystajac
z niego, miej zeszyt pod reka, by wykonywaé w nim wszelkie czynnoSci zwigzane z danym
tekstem. Zadania probuj rozwiazywaé samodzielnie, a dopiero w razie niepowodzen
zagladaj do rozwiazania podanego w tekscie badz na kon 'u podrecznika. Sledzac tok
rozumowania zaprezentowany w podreczniku, nauczysz si¢ nie tylko metod rozwiazy-
wania zadan, ale takze ich poprawnego redagowania. Niekt: > z przytoczonych w nim
zadan majg wyzszy stopien trudnosci i dlatego sa oznaczone gwiazdka.

Ten przyjazny Tobie podrecznik moze sprawic, ze matematyka weale nie okaze si¢
trudna.

Henryk Pawtowski



Objasnienia piktogramow i oznaczen

O definicja

R}%

pytania i zadania

dowod twierdzenia
dowod wniosku, przykladu lub lematu

zadania i przykfady o wyzszym stopniu trudnosci



1. Zdania

|. Elementy logiki matematycznej
1. Zdania

Zdania stuzg do wyrazania mysli i uczué. Uzywamy ich takze do przekazywania rozma-
itych informacji. Nic wigc dziwnego, ze postugujemy si¢ zdaniami r6znego rodzaju. Na
przyklad zdania: ‘

Pies jest najwierniejszym przyjacielem cztowieka.

Czy odrobites juz lekcje?

Wynies smieci!

Ach, co to byt za slub!
roznig sie migdzy sobg formg. Pierwsze z nich jest zdaniem orzekajacym, drugie
- pytajacym, trzecie — rozkazujacym, czwarte — wykrzyknikowym.

Przedmiotem naszych rozwazan beda jednak tylko te zdania, ktore coS orzekajg, poda-
ja pewng wiadomo$¢. Takim zdaniom mozna bowiem przypisac jedng z dwoch ocen: praw-
de albo falsz. Oceny te nazywamy warto$ciami logicznymi zdania. Prawde oznaczac
bedziemy cyfrg 1, a fatsz — cyfra 0.

Na przyklad zdanie:

7 jest liczbg pierwszq, jest w arytmetyce zdaniem prawdziwym (ma zatem warto$¢ logiczng 1).

Z kolei zdanie:

7 jest liczbg parzystq, jest w arytmetyce zdaniem falszywym (ma wartos¢ logiczna 0).

Natomiast zdanie:

7 jest liczbg szczesliwg, choé orzekajace, jest w arytmetyce zdaniem bezsensownym (ani
prawdziwym, ani falszywym), podobnie jak na przyklad w geometrii zdanie: Romb jest
czworokqtem brzydkim.

Ale zdanie:

Kazda liczba parzysta wigksza od 2 jest sumg dwoch liczb pierwszych, cho¢ sensowne, ma
nieznang dotad warto$¢ logiczng. (Do dzis$ jest to nierozstrzygniety problem!).

Zapamigtajmy wiec:

Zdaniem w logice albo zdaniem logicznym nazywamy kazde zdanie orzekajace, ktoremu \;
mozna przypisac jedna z dwoch ocen: prawde albo faisz.

Zdania zwykle oznaczamy w logice malymi literami alfabetu tacinskiego: p, g, 1, s, f, ...

Pytania i zadania %\%
1. Co to jest zdanie w logice?
2. Podaj przyktady zdan logicznych.
3. Podaj przyktad zdania, ktore nie jest zdaniem w logice.
4. Ocen warto$¢ logiczng zdania:
a) 2 jest jedyna liczba pierwsza parzysta;
b) 169 jest kwadratem liczby naturalnej;
¢) /3 jest liczba wymierna;
d) Gepard jest najszybszym ssakiem na Swiecie;
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. Elementy logiki matematycznej

e) Gniezno jest stolicg Polski;

f) Jednostka nate¢zenia pradu jest amper;

g) W. Reymont jako pierwszy z Polakow zdobyt literacka Nagrode Nobla;

h) Chlorek sodu jest chemiczna nazwa soli kuchennej;

1) Black po angielsku oznacza bialy;

j) W 1364 roku zatozono Akademie Krakowska;

k) W kazdy trojkat mozna wpisaé okrag;

1) Na kazdym czworokacie mozna opisa¢ okrag;

) W roku szkolnym 1998/1999 odbyta si¢ w Polsce 50. Olimpiada Matematyczna.

2. Formy zdaniowe

Zdania:
Liczba catkowita n jest parzysta.
X ma 190 cm wzrostu.
Y liczy 1 500 000 mieszkaricow.
Kwadrat liczby x jest wigkszy od (.
nie sa zdaniami w sensie logicznym. Wszystkie zawierajg zmienna, za ktérg mozemy podsta-
wia¢ odpowiednio: liczby catkowite, ludzi, miasta, liczby rzeczywiste. Wyrazenia takie nazy-
waja si¢ formami zdaniowymi (albo funkcjami zdaniowymi).
Dla kazdej formy zdaniowe]j okre§lamy zbidér przedmiotéw, ktoérymi zastepujemy
zmienng. Zbidr ten nazywa si¢ dziedzina lub zakresem zmiennoSci formy zdaniowe;j.
Dla form zdaniowych:
X jest pisarzem,
Liczba n jest podzielna przez 5,
Xgraniczyz 'y,
3x—6<0,
(a+b) =a’+ 2ab+b*
dziedzinami sa odpowiednio:
zbidr wszystkich ludzi,
zbior liczb catkowitych,
zbilr par panstw,
zbior liczb rzeczywistych,
zbior par liczb rzeczywistych.
Zapamietajmy zatem:

Sl

A O

A

Formg zdaniowa z jedng zmienng, okre§long w dziedzinie D, nazywamy takie wyrazenie
zawierajace te zmienna, ktore staje si¢ zdaniem logicznym, gdy w miejsce zmiennej pod-
stawimy dowolny element zbioru D.

Podobnie okreslamy forme zdaniowa wigkszej liczby zmiennych. Formy zdaniowe jed-
nej zmiennej oznaczac bedziemy przez p(x), g (x), r(x), ..., a formy dwoch lub wickszej
liczby zmiennych oznaczaé bedziemy przez p(x,y), g (x,y,z), r (x%.y,2,1), ...

8



2. Formy zdaniowe

Kazde rownanie i kazda nieréwnos¢ jest forma zdaniowa. Na przyktad rownanie linio-
we ax +b =0, gdzie a i b sa ustalone, jest forma zdaniowa zmiennej x. Dziedzing tej for-
my zdaniowej jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych. Z kolei nierownos¢ /x*—y* >x—y
jest forma zdaniowa dwoch zmiennych x iy, ktorej dziedzing jest zbior wszystkich takich
par (x,y) liczb rzeczywistych, dla ktorych x*—y*> 0.

Mowimy, ze pewien element spelnia forme zdaniowa, jesli po podstawieniu go do niej
w miejsce zmiennej otrzymamy zdanie prawdziwe.

Na przykiad liczba 1 speinia forme zdaniowa x*— 1 = 0, a liczba 2 nie spetnia. Podob-
nie para <—1— l) spetnia forme zdaniowa [x?:? >x—y,apara (2,0) —nie.

V272 v ’

Forme zdaniowa nazywamy tozsamos$ciowa w zbiorze 4, gdy spetnia ja kazdy element
tego zbioru. Na przykiad forma zdaniowa x> 0 jest tozsamo$ciowa w zbiorze liczb rze-
czywistych (kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest nieujemny), a forma zdaniowa
a’—2ab+b*=(a—b)* jest tozsamoSciowa w zbiorze par liczb rzeczywistych.

Forme zdaniowa nazywamy sprzeczng w zbiorze A, gdy zaden element zbioru A nie

spetnia tej formy. Takimi formami zdaniowymi w zbiorze liczb rzeczywistych sg na przy-
kfad: x*+1<0, 2(x+1)=2x+ 1

Pytania i zadania

1. Co to jest forma zdaniowa z jedng zmienna oraz z wigcej niz jedng zmienng?
2. Co to jest dziedzina formy zdaniowej?
3. Podaj przyktady form zdaniowych z jedna zmienna i z wigcej niz jedng zmienng oraz
okresl w kazdym z nich dziedzing.
4. Co to znaczy, ze element spelnia forme zdaniowa?
5. Co to znaczy, ze forma zdaniowa jest:
a) tozsamosciowa,
b) sprzeczna?
Podaj przyktady.
6. Okresl dziedzing kazdej z nastepujacych form zdaniowych:
a) Rzeka R wpada do morza M,
b) Miasto X jest stolicg panstwa Y;
¢) Liczby catkowite a, b, ¢ spetniaja rownanie a+b*=c?
d) Wyraz W ma n liter.
7. Ktore z ponizszych form zdaniowych sa tozsamosciowe w swojej dziedzinie, a ktore
sprzeczne:
a) Liczba n*—n jest parzysta;
b) Liczba n’—n dzieli si¢ przez 6;
c) x*+y*<0;
d)x*+1=0-D(x+1);
e)a*+b*=2ab?

&\
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. Elementy logiki matematyczne;j

3. Koniunkcja i alternatywa

Rozwazane dotad zdania i formy zdaniowe nazywane sg pojedynczymi badz prostymi.
W logice matematycznej, podobnie jak w gramatyce, ze zdah prostych buduje si¢ za po-
mocg tak zwanych sp6jnikéw zdaniotworczych zdania ztozone. Analogicznie postepuje si¢
z formami zdaniowymi prostymi. Obecnie zajmiemy si¢ budowg zdan i form zdaniowych
ztozonych.

- Dwa zdania potaczone spojnikiem i tworza nowe zdanie — koniunkcje.

Na przyktad zdanie: Siedze przy stole i czytam ksigzke jest koniunkcja zdan:
Siedze przy stole oraz Czytam ksigzke.

Zastan6wmy si¢ teraz nad tym, kiedy koniunkcja dwoch zdan jest zdaniem prawdzi-
wym. Mowiac, ze Siedze przy stole i czytam ksigzke, mam oczywiscie na mysli, ze zaréwno
siedzg przy stole, jak i czytam przy nim ksiazke. Twierdzac: 2 jest dzielnikiem pierwszym
liczby 14 i 7 jest dzielnikiem pierwszym liczby 14, mamy na mysli, ze 2 i 7 sg dzielnikami
pierwszymi liczby 14.

nie prawdziwe jedynie wtedy, gdy oba jej czlony sa zdaniami prawdziwymi.

)

Zdanie: p i ¢ nazywamy koniunkeja (iloczynem logicznym) zdan p i ¢ i uznajemy jg za zda-J

Koniunkcje zdan p i g zapisujemy pAgq
(znak A czytamy: ,,i”
Wartos¢ logiczna koniunkcji podaje tabel-

ka obok. p q PAG
Koniunkcej¢ tatwo mozna zinterpretowac fi- 1 1 1

zycznie (ryc. 1.1). Wyobrazmy sobie, ze 1 0 0

p 1q oznaczaja wylaczniki, z ktérych kazdy mo-

ze by¢ wlaczony (stan 1) albo wytaczony (stan 0 1 0

0). W stanie 1 wytacznik przewodzi prad, nato- 0 0 0

miast w stanie 0 — nie. Stan uktadu utworzone-

go przez polaczenie szeregowe wylgcznikow p, o0 o0

q zalezy od stanu wytacznika p i od stanu wy- o / o c/ o o

lacznika g, podobnie jak wartos¢ logiczna ko- p 1 q 1

niunkcji pAg zalezy od wartoSci logicznych

zdan p, q. Krotko moéwigc: koniunkcje realizu- Ryc. 1.1.

je polaczenie szeregowe.

(Formq zdaniowa p(x) A q(x) nazywamy koniunkcja form zdaniowych p (x), g (x). ]

Na przyktad uktad rownan
2x+y=5
{x +2y=4
jest koniunkcja form zdaniowych 2x+y=5ix+ 2y=4.
Dwa zdania polaczone spdjnikiem lub tworzg alternatywe.



3. Koniunkcja i alternatywa

Na przyktad zdanie: W lesie zbieram grzyby lub stucham spiewu ptakdw jest alternatywa
zdan: W lesie zbieram grzyby oraz Stucham spiewu ptakow.

Rozstrzygnijmy teraz, kiedy alternatywa dwoch zdan jest zdaniem prawdziwym. Jezeli
powiem: Pojadg rowerem do lasu lub bede stuchat muzyki, to mam na mysli, ze albo pojadg
rowerem do lasu, albo bede stuchal muzyki, albo tez uczyni¢ i jedno, i drugie (mogg prze-
ciez pojecha¢ rowerem do lasu i stucha¢ muzyki z walkmana).

Zdanie: p lub ¢ nazywamy alternatywa (sumg logiczna) zdaf p, g i uznajemy ja za zdanie \3
prawdziwe, jezeli przynajmniej jeden z jej czton6w jest zdaniem prawdziwym.

Alternatywe zdan p, g zapisujemy pV q (znak vV p q pVg
czytamy: ,,lub”). 1 1 1

Wartos¢ logiczng alternatywy przedstawia tabelka 1 0 1
obok.

Interpretacj¢ fizyczng alternatywy ilustruje ryci- 0 1 1
na 1.2. Stan uktadu utworzonego przez polaczenie 0 0 0

rownolegle wylgcznikow p ig zalezy od stanu wylgcz-

nika p i od stanu wytacznika g, tak jak wartos¢ logiczna alternatywy pV g zalezy od war-
toéci logicznych zdan p i g. Méwimy zatem, ze alternatywe realizuje polaczenie
rownolegle.

(Form¢ zdaniowa p(x)V q(x) nazywamy alternatywa form zdaniowych p (x), g (x). j Q

Na przyktad forma zdaniowa: x>~ 1=0Vx+1>0 /
jest alternatywg form zdaniowych x*=1=0, » Cl
x+1>0.
Uwaga. Alternatywe zdan zbudowana za pomocg o—¢ —=o°
spojnika lub (symbol V) odrozniajmy od tak zwanej
alternatywy wykluczajacej, zbudowanej przy uzyciu / o
spojnika albo (symbol V). q 1

Zdanie pVgq jest prawdziwe, gdy zdania p i ¢ ma-
ja rozne wartosci logiczne, fatszywe za$ — gdy oba
zdania majg t¢ sama wartos¢ logiczna.

Na przyktad zdanie: Kolo jest figurg wypuklg albo wkleslg jest zdaniem prawdziwym,
natomiast zdanie: Kolo jest figurg wypuklg albo ograniczong jest zdaniem fatszywym.

Podobnie zdanie: 6 jest liczbg pierwszq albo zlozong ocenimy jako prawdziwe, nato-
miast zdanie 6 dzieli si¢ przez 2 albo przez 3 — jako falszywe.

Ryc. 1.2.

Pytania i zadania K’%;\\\
1. Co to jest koniunkcja dwoch zdan oraz dwoch form zdaniowych? Podaj przykiady.
2. Co to jest alternatywa dwoch zdan oraz dwoch form zdaniowych? Podaj przykiady.

3. Omow wartoSci logiczne koniunkcji i alternatywy dwoch zdan.
4. Co to jest alternatywa wykluczajaca dwoch zdan? Podaj przykiady.

1



\

9

|. Elementy logiki matematycznej

<

4. Implikacja

Rozwazmy zdanie:

: Jesli nie bedzie padac deszcz, to wyjde z psem na spacer.

W zdaniu tym mozemy wyodrebni¢ dwa zdania prostsze:

p: Nie bedzie padac deszcz oraz

. Wyjde z psem na spacer:
Zdanie t otrzymaliSmy ze zdan p i g przy uzyciu wyrazow: Jesli ..., to...
Wiele twierdzen w matematyce ma posta¢ implikacji. Na przyktad:

. Jezeli ramiona kqta przetniemy dwiema prostymi rownoleglymi, to odcinki wyznaczone
przez nie na jednym ramieniu sq proporcjonalne do odpowiednich odcinkow wyznaczo-
nych przez nie na drugim (twierdzenie Talesa).

2. Jezeli trojkat jest prostokqtny, to kwadrat jednego z bokow tego trdjkgta rowny jest sumie

kwadratow pozostatych bokow (twierdzenie Pitagorasa).

Rozstrzygnijmy teraz, kiedy implikacja zdan p i ¢, czyli zdanie p = g, jest prawdziwa,

a kiedy falszywa.

Wro¢my do naszego zdania ¢. Istnieja nastgpujace mozliwosci:

1. Nie padal deszcz i poszedlem z psem na spacer.

2. Nie padat deszcz, a mimo to pies siedzial w domu.
3. Padat deszcz, a jednak wyszedlem z psem na spacer.
4. Padal deszcz, wigc zrezygnowalismy ze spaceru.

Zauwazmy, ze w wypadku 1. zdanie ¢ jest oczywiScie prawdziwe. Uczynitem bowiem to,

co glosi zdanie .

W przypadku 2. wypowiedz ¢ jest falszywa, gdyz postapitem wbrew zdaniu ¢.
Jesli chodzi za$§ 0 mozliwos¢ 3.1 4., to trudno nie uznaé zdania f za prawdziwe. Przeciez

w rzeczywistoSci w przypadku 3. stafo si¢ to, co méwi zdanie ¢ — poszediem z psem na spa-
cer (niczego nie obiecywalem, co zrobig, gdy deszcz bedzie padat!). Natomiast w przypad-
ku 4. nie stalo si¢ nic, co by przeczyto wypowiedzi ¢.

|

Zdanie: jesli p, to ¢ nazywamy implikacja (albo wynikaniem) i uznajemy je za zdanie
falszywe jedynie wtedy, gdy zdanie p jest prawdziwe, a zdanie g — falszywe.

|

a zdanie g - jej nastepnikiem. Widzimy wigc, ze z prawdy

o . P q P=4
wynika¢ moze tylko prawda, a z falszu — cokolwiek.
Z konkluzja ta wigze si¢ taka oto anegdota: 1 1 1
Angielski logik, filozof i matematyk — Bertrand Russell 1 0 0
(czyt. rasel) — zagadniety zostat kiedys przez swojego przyja- 0 1 1
ciela: ,Stuchaj Bertrandzie, skoro tak si¢ tym chelpisz, ze 0 0 1

Implikacj¢ zdan p i g zapisujemy: p = q.
Wartos¢ logiczng implikacji przedstawia tabelka.
Zdanie p nazywamy poprzednikiem implikacji,

z falszu wyprowadzisz wszystko jedno co, to bqgdz ltaskaw

wykazac, ze sam jestes papiezem!”

12



4. Implikacja

, Nic prostszego — odparl Russell. - Wychodzqgc z oczywistej nieprawdy, ze 2+ 2 =5, odej-

mijmy od obu stron rownosci po 3; otrzymamy wowczas 1 = 2. 1 teraz, skoro papiez i ja jeste-

smy dwiema osobami, to wobec tego, ze 1 jest rowne 2 — papiez i ja to ta sama osoba”

— zakoriczyt Russel z usmiechem swoj dowod.

(J ezeli za pomoca wyrazow Jezeli ..., to... polaczymy dwie formy zdaniowe p(x)ig(x), to
powstanie forma zdaniowa: Jezeli p(x), to ¢(x), ktora zapisujemy krocej: p(x) = g(x)

i nazywamy implikacja form zdaniowych p(x)ig(x).

Na przykiad forma zdaniowa x> 0 = x+ % > 2 jest implikacja form zdaniowych x> 0

. 1
1x+—=2.
X

Pytania i zadania

1.

Co to jest implikacja? Scharakteryzuj implikacje za pomocg tabelki.

2. Podaj przyktady czterech implikacji odpowiadajace czterem przypadkom w tabelce.

. Ocen warto$¢ logiczng zdan:

a) Jezeli Torun lezy nad Wisla, to pies jest ssakiem.

b) Jezeli Torun lezy nad Wista, to pies nie jest ssakiem.

¢) Jezeli Torun nie lezy nad Wista, to pies jest ssakiem.

d) Jezeli Torun nie lezy nad Wisla, to pies nie jest ssakiem.

. Zbadaj prawdziwos¢ implikacji:

a)Jesli 2+2=4, tol -3=-2.
b) Jesli 152 =225,t0 /3=2.
c)Jesli 1<2,t02> 1.

. Niech p i ¢ bgdg pewnymi zdaniami, o ktorych nie wiemy, czy sa prawdziwe czy nie.

Zbadaj prawdziwos¢ zdan w zaleznoSci od wartoSci logicznych zdan p i g:
a) p=p;

b) (pAq) = p;

) p=(pVq);

d) p=(pAq).

. Podaj taka wartos¢ zmiennej x, aby forma zdaniowa:

1 1
a)x>0=>;<?;

b)x’>4=x>-2;

)x=0=x=1

stala si¢ zdaniem prawdziwym.

13
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. Elementy logiki matematycznej

5. Warunek konieczny. Warunek wystarczajacy

Jezeli ze zdania p wynika zdanie g, to méwimy, ze p jest warunkiem wystarczajacym
dla g, a q jest warunkiem koniecznym dla p. Warunek wystarczajgcy nazywany jest tez wa-
runkiem dostatecznym.

Na przykiad podzielnos¢ liczby catkowitej przez 4 jest warunkiem wystarczajgcym po-
dzielnosci liczby przez 2, ale niekoniecznym (liczba 6 jest podzielna przez 2, a niepodziel-
na przez 4). Natomiast podzielno$¢ liczby catkowitej przez 2 jest warunkiem koniecznym
podzielnosci tej liczby przez 4, ale niewystarczajacym (znowu rozwaz liczbg 6).

Widzimy zatem, ze warunek wystarczajacy dla p moze nie by¢ warunkiem koniecznym
dla p oraz warunek konieczny dla p moze nie by¢ warunkiem wystarczajacym dla p.

Czasami zdarza si¢ jednak, ze warunek konieczny dla p jest rowniez warunkiem wy-
starczajacym dla p.

Na przykiad:

1. Podzielno&¢ liczby catkowitej przez 2 i przez 3 jest warunkiem koniecznym i wystarcza-

jacym podzielnosci tej liczby przez 6.

2. Podzielno$¢ sumy cyfr zapisu dziesietnego liczby naturalnej przez 9 jest warunkiem ko-

niecznym i wystarczajacym podzielno$ci tej liczby przez 9.

Uwaga. Zalozenia w prawdziwym twierdzeniu sa warunkiem wystarczajacym na prawdzi-
woSC jego tezy; mogg nie by¢ jednak warunkiem koniecznym na to.

Przykiad. Jesli trojkat jest rownoboczny, to promiefi okrggu wpisanego stanowi % WYSO-
kosci tego trojkata, zas trojkat, w ktorym tak jest, nie musi by¢ rownoboczny. Rozwaz troj-
kat prostokatny o przyprostokatnych 4 (podstawa) i 3 (wysokos¢).

Pytania i zadania

1. Co to jest warunek:
a) konieczny,
b) wystarczajacy,
c) konieczny i wystarczajacy?
2. Podaj przyklad twierdzenia, ktorego zatozenia:
a) stanowig warunek konieczny i wystarczajacy dla tezy,
b) nie stanowig warunku koniecznego dla tezy.

6. Rownowaznosé

Rozpatrzmy zdanie:
Pojade na urlop nad morze wtedy i tylko wtedy, gdy bedzie upalne lato.
Sktada si¢ ono z dwoch zdan prostszych:
p: Pojade na urlop nad morze
q: Bedzie upalne lato
polfaczonych stowami: wtedy i tylko wtedy, gdy.
Zdanie majace taka posta¢ nazywamy réwnowaznoscia i zapisujemy p = g.

14



6. Rownowaznos¢

Zdania p i ¢ nazywamy czlonami rownowaznosci albo jej stronami.

ZastanOwmy si¢ teraz nad tym, kiedy rownowazno$§¢ dwoch zdan jest zdaniem praw-
dziwym.

Mowigc: Liczba naturalna jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy, gdy suma jej cyfr jest
podzielna przez 9, my§limy, ze je§li zdanie p: Liczba naturalna jest podzielna przez 9 jest
prawdziwe, to zdanie q: Suma jej cyfr jest podzielna przez 9, jest prawdziwe oraz jesli zda-
nie p jest falszywe, to zdanie g jest falszywe.

Rownowazno$cia zdan p i ¢ nazywamy zdanie — p wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ i uznajemy je \]
za zdanie prawdziwe tylko wtedy, gdy oba czlony p i g sg rownoczesnie prawdziwe lub |
réwnoczesnie fatszywe.
Réwnowaznosé¢ zdan p i g zapisujemy: p < q.
Warto$c logiczng rownowaznoSci przedstawia tabelka. P q9 | P=q
Roéwnowazno$¢ zdan p i g orzeka wiec, ze zdania 1 1 ‘ 1
p ig maja te samg wartos¢ logiczng. 1 o0 | o
Oznacza ona réwniez prawdziwo$¢ dwoch implikacji: 0o | 1 0
p = q oraz odwrotnej do niej g = p. Pierwsza z nich od- 0 o | 1
czytujemy krotko: p tylko wtedy, gdy q (p jest warunkiem
wystarczajgcym dla q), za$ druga: p wredy, gdy q (p jest warunkiem koniecznym dla g).
Witasnie dlatego rownowazno$¢ zdan p i ¢ wypowiadamy tak: p weedy i tylko wtedy, gdy q.
Rownowaznoscig form zdaniowych p(x) i g(x) nazywamy forme zdaniowg postaci \}
p(x) = q(x) .
Na przyktad forma zdaniowa x > 0 « —x < 0 jest rownowaznoScig form zdaniowych
x>01-x<0.
Pytania i zadania \\”éjj,—ﬁ

. Co to jest rownowazno$¢ dwoch zdan? Scharakteryzuj ja za pomocg tabelki.
. Co to znaczy, ze dwa zdania s3 rownowazne?
. Podaj przyktady zdan rownowaznych oraz takich, ktore nie sg rownowazne.
. Czy dla kazdej liczby rzeczywistej x:
a)x’>1leox>l;
b)yx’<lex<1?
5. Zbadaj prawdziwos¢ zdan:
a) Liczba -5 jest dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy liczba 3 jest ujemna.
b) Torun lezy nad Wista wtedy i tylko wtedy, gdy Wista przeplywa przez Torun.
c) Liczba 123 456 789 dzieli si¢ przez 3 wtedy i tylko wtedy gdy 23 > 32.
d) Tr6jkat mozna wpisaé w okrag wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest rownoboczny.
6. Podaj przykiad takich warto$ci zmiennych, dla ktérych nastgpujaca forma zdaniowa
staje si¢ zdaniem prawdziwym:

AW N
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. Elementy logiki matematycznej

a) x’>y’ex>y;
b) x*>y’ex<y;
c) trojkat o bokach a, b, ¢ jest prostokatny wtedy i tylko wtedy, gdy pole trojkata
o bokacha, b, c, jest réwne 5 bc;
d) liczba naturalna n jest podzielna przez 2 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba naturalna
n jest podzielna przez 3.
7. Czy dla dowolnych zdan p i g prawdziwe s3 zdania:

a) pepAR
b) pepvg '
o) [(pAg)Vplep?

7. Negacja

Porownajmy zdania:
p: Dzisiaj nie mielismy zajec w szkole.
q: Nieprawda, ze dzisiaj nie mielismy zajec w szkole.

Zdanie ¢ mozemy, nie zmieniajac jego treSci, wypowiedzie¢ rOwniez nastepujaco:
Dzisiaj mielismy zajecia w szkole.

Zdanie ¢ nazywamy negacja lub zaprzeczeniem zdania p.

O]

Zdanie: nieprawda, ze p nazywamy negacja (zaprzeczeniem) zdania p i przyjmujemy ja za
zdanie prawdziwe, gdy zdanie p jest falszywe i na odwrot.

Negacj¢ zdania p zapisujemy: ~ p (znak ~ czytamy: ,,nieprawda, ze...” lub ,,nie”).
Wartos$¢ logiczng negacji podaje tabelka.

Podobnie, jesli mamy forme¢ zdaniowa p (x), to jej negacja jest p ~p
forma zdaniowa nieprawdg jest, ze p(x) izapisujemy ~ p (x). 10
Na przyktad zaprzeczeniem formy zdaniowej x + 1 = 0, jest for- 0 1

ma zdaniowa: ~ (x+1=0), czyli po prostu: x+ 1 # 0.

Stad wynikaja podstawowe wiasnoSci negacji:

1. Z dwoch zdan: p oraz ~ p co najmniej jedno jest falszywe (inaczej mowiac, dwa zda-
nia, z ktorych jedno jest zaprzeczeniem drugiego, nie moga by¢ jednoczeSnie praw-
dziwe).

2. Z dwoch zdan: p oraz ~p co najmniej jedno jest prawdziwe (czyli dwa zdania,
z ktdrych jedno jest zaprzeczeniem drugiego, nie moga by¢ jednoczesnie fatszywe).

3. Zdania p oraz ~ (~ p) maja t¢ sama wartos¢ logiczng (sa zatem rownowazne!).

Na przyklad zamiast mowic: Nieprawda, zZe nie istnieje najmniejsza liczba dodatnia, moze-
my powiedzieC: Istnieje najmniejsza liczba dodatnia. (OczywiScie oba te zdania sg falszywe!).

Zauwazmy na koniec, jaki nasz jezyk ojczysty bywa nielogiczny.

Jesli mowimy: Nie mam zadnych pieniedzy, z wypowiedzi powinno wynikac, ze wtasnie
mamy pieniadze. Jej rzeczywisty sens jest jednak calkiem odmienny. Chcac si¢ zatem
przyznac do braku gotowki przy sobie, nalezaloby powiedzie¢: Ja mam zadne pienigdze lub
po prostu: Ja nie mam pienigdzy.
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8. Prawa rachunku zdan

Pytania i zadania

1. Co to jest negacja zdania? Scharakteryzuj ja za pomoca tabelki.
2. Co to sa dwa zdania sprzeczne?
3. Podaj zaprzeczenie form zdaniowych:

a)x> 1 b)x<1; c)x=> 1

8. Prawa rachunku zdan

Dotychczas zajmowaliSmy si¢ wyrazeniami, ktore nie we wszystkich przypadkach
(zwigzanych z wartoSciami logicznymi zdan prostych tworzacych te wyrazenia) byly zda-
niami prawdziwymi. Przypomnijmy sobie:

1. Koniunkcja dwoch zdan jest prawdziwa jedynie wtedy, gdy oba te zdania sg prawdziwe.

2. Alternatywa dwoch zdan jest prawdziwa, gdy co najmniej jedno z tych zdan jest praw-
dziwe.

3. Implikacja dwoch zdan jest prawdziwa, gdy jej poprzednik jest falszywy, a nastepnik ja-
kikolwiek albo poprzednik i nastgpnik sa zdaniami prawdziwymi.

4. RownowaznoS¢ dwoch zdan jest prawdziwa, gdy oba zdania maja te samg wartos¢ lo-
giczna.

I tutaj pojawia si¢ pytanie: czy mozna ze zdan prostych budowac wyrazenia bedgce za-
wsze zdaniami prawdziwymi? Okazuje si¢, ze tak! Takie wyrazenia nazywaja si¢ prawami
rachunku zdaf lub krotko: prawami logicznymi czy tez tautologiami.

Prawem rachunku zdan lub tautologia nazywamy zbudowane ze zdan prostych
1 spOjnikow wyrazenie, ktore niezaleznie od wartosci logicznych tych zdan jest zawsze zda-
niem prawdziwym.

Praw logicznych jest wiele. My skoncentrujemy uwage na najwazniejszych. Wiemy juz,
ze z dwoch zdan p oraz ~ p jedno jest prawdziwe, a drugie falszywe.
Zatem dla dowolnego zdania p wyrazenia

sg zawsze zdaniami prawdziwymi, a wigc prawami logicznymi (czyli tautologiami). Pier-
wsze z nich to tak zwane prawo wylacznego srodka, a drugie to prawo sprzecznoSci.

Wiemy tez, ze zdania p oraz ~ (~ p) majg zawsze t¢ sama warto$¢ logiczng. Stad tez
wyrazenie

1L P~ (~p)]

jest tautologig — to tak zwane prawo podwdjnej negacji.
Przyjrzyjmy si¢ teraz zdaniom: ~ (pAq) oraz ~ pV (~ q). Zbadajmy, czy zdania te
maja te sama wartosS¢ logiczng dla dowolnych zdan p i ¢. Sg cztery mozliwosci:

17
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. Elementy logiki matematycznej

Zdania p i g sa prawdziwe, czyli p=g= 1. Wtedy zdanie ~ (pAq) jest falszywe oraz

takze zdanie (~p)V (~ ¢q) jest falszywe.

Zdanie p jest prawdziwe, a zdanie g falszywe, czyli p=1, g=0. Wtedy zdania:

~(pAq) oraz (~p)V (~q) sa oba prawdziwe.

Zdanie p jest falszywe, a zdanie g prawdziwe, czyli p=0, g=1 Wowczas zdania

~(pAgq)i(~p)V(~q) saznowu oba prawdziwe.

Zdania p i q sa fatszywe, to znaczy p=gq=0.Zatem zdania ~ (pAq) i (~p)V(~q)

takze sg prawdziwe.

Wyniki tych rozwazan przedstawia tabelka:

p q pAg | ~(pAg)| ~p ~q (~p)V(~q)
1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1

Widzimy wiec, ze zdania~ (p A q) oraz (~ p) V (~ q) maja zawsze t¢ samg wartos¢ lo-

giczng. Sa wige rownowazne. To za§ oznacza, ze wyrazenie

Iv.

{

[~ (prg]e(~p)V(~a)]

jest tautologia. Jest to tak zwane I prawo de Morgana. Gtosi ono:

Zaprzeczenie koniunkcji dwoch zdan ~ (pAq) jest tOwnowazne alternatywie zaprze-

czen tych zdan («p)V (~q).

|

Zaprezentowana wyzej metoda sprawdzania, czy dane wyrazenie jest tautologia, nazy-

wa si¢ metodg zero-jedynkowa.
A tak wygladaja tabelki wspomnianych weze$niej praw logicznych:

18

p_~p pV(=p) p ~p__| ~(pA(=p))
1 0 1 1 0 1
0 1 1 0 1 1
prawo wylaczonego Srodka prawo sprzecznosci
p | ~=p |=(=p) | pe~(=p)
1 1 1
0 1 0 1

prawo podwdjnej negacji



8. Prawa rachunku zdan

Przesledzmy wspomniang metoda dowody jeszcze kilku praw logicznych.

P g pvg ~pVe | ~p | ~q | (~p)A(~q)

11 0 0 0 0

1 0 10 0o 1 0
01 1 0 1 o 0

0 0 0 1 1 1 1

Zdania ~ (pVgq) oraz (~p) A (~ q) maja zawsze t¢ sama warto$¢ logiczng (porow-
naj kolumny powyzszej tabeli — czwarta i ostatnig). Sg wiec rOwnowazne. Zatem zdanie:

v. [~ (pva)l = [(~p) A (~ )]

jest tautologia nazywana II prawem de Morgana. Glosi ono, ze:

Zaprzeczenie alternatywy dwoch zdaf ~ (pV q) jest rOwnowazne koniunkcji zaprzeczef
tych zdan (~p)A(~q).

Przyklady:

1. Zdanie: Nieprawda, ze dzisiaj pdjde do kina i dzisiaj bede czytal ksigzke jest rownowaz-
ne, na mocy I prawa de Morgana, zdaniu: Dzisiaj nie pdjde do kina lub dzisiaj nie bede
czytat ksigzki.

2. Zdanie: Nieprawda, Ze dzisiaj nie odrobig lekcji lub dzisiaj nie wyjdg na spacer z psem jest
rownowazne, na mocy Il prawa de Morgana, zdaniu: Dzisiaj odrobig lekcje i dzisiaj wyj-
de na spacer z psem.

Prawo (albo regula) odrywania mowi ze:

Jesli prawdziwe sg implikacja p = g oraz jej poprzednik p, to rowniez jej nastepnik g jest
zdaniem prawdziwym.

Wykazemy to, jesli udowodnimy, ze dla dowolnych zdan p i g wyrazenie

)
VL. [pA(p=a)]=q|
jest tautologia.
Oto dowdd:
)% g p=q pANp=q)  [pAP=9)]=qg
1 1 1 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0O | O 1 0 1
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|. Elementy logiki matematycznej

Prawo negacji impiikacji glosi, ze:

LZaprzeczenie implikacji dwoch zdan ~ (p = q) jest rownowazne koniunkcji p A (~q). J

Dla dowodu tego znowu postuzymy si¢ metoda zero-jedynkowa i tabelka:

p g p=q ~p=q ~q | pA(~9)
1 11 0 0 0
1 0 0 1 1 1
0 11 0 0 0
0 0 10 1 0

Widzimy teraz, ze we wszystkich przypadkach zdania ~ (p = q) oraz p A (~g) maja
te samg warto$¢ logiczng, co oznacza, ze sg rOwnowazne. Zatem wyrazenie:

VIL [~ (p=q)=lpr(~a]
jest tautologia.
Na koniec udowodnimy jeszcze jedno z dwoch praw logicznych:
| 'a
VIIL [pnr(gvrlelprg)V(pAr)] |
IX. [pv(grn]=(pva)v(pan]

Pierwsze z nich to rozdzielno$¢ koniunkcji wzgledem alternatywy, drugie za$
—rozdzielno$¢ alternatywy wzgledem koniunkcji.
Oto dowdd metoda zero-jedynkowa pierwszego z tych praw przedstawiony w tabelce.

p q rolgVvr | pA@Vr) pAq | pAT @AQV (PAr)
1 L1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 0 1 1
0 1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

Dowdd drugiego sprobuj przeprowadzi¢ samodzielnie.
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9. Kwantyfikatory

Pytania i zadania \%ﬁ

1. Co to jest prawo logiczne?

2. Co wyrazaja:
a) prawo wylacznego $rodka,
b) prawo sprzecznosci,
c) IiII prawo de Morgana?

3. Wymien inne poznane prawa logiczne.

4. Wykaz metoda zero-jedynkowa, ze kazde z wyrazen jest prawem logicznym:
a)(~ p=p) = p (prawo Claviusa),
b) (pAgq) < (g Ap)(prawo przemiennosci),
c)(pVq) e (qVp)(prawo przemiennosci),
d)(pA(gAr)) e ((pAg)Ar)(prawo tacznoscei),
e)(pV(gVr)) = ((pVq)Vr)(prawo facznosci),
f)(p=q) = (~q) = (~ p) (prawo transpozycji),
g)[(p=q)N(g=r)]= (p=r)(prawo przechodniosci implikacji),
h)(peq)=(p=q9)r(g=p)]

5. Sprawdz, czy nast¢pujgce wyrazenia sg tautologiami:
O)[(pVa)A(~p)l=q b)p=[(~p)va} O~|pr((~p)rq)|

9. Kwantyfikatory

Przyjrzyjmy si¢ nast¢pujacym wyrazeniom:
1. Kazda liczba rzeczywista x spetnia nierownosé x*= 0.
2. Kazdy czworokqt mozna wpisac w okrgg.
3. Kazde drzewo w lesie jest albo sosng, albo brzozg.
4. Kazdy czlowiek na swiecie ma prawo do zycia w pokoju.

Wyrazenia te sg zdaniami orzekajacymi, poniewaz co$ stwierdzaja. Oczywiscie nie
wszystkie te zdania sa prawdziwe. Maja one jednak pewna wspOlng wiasnos¢. We wszyst-
kich wystepuje zaimek kazda, kazdy lub kazde. JeslibySmy opuscilibySmy ten wyraz, to
otrzymalibySmy wyrazenia, ktore nie sg zdaniami, lecz pewnymi formami zdaniowymi.
Stad otrzymujemy wniosek.

Whiosek. Jedli forme zdaniowa p (x) zjedna zmienna, okreslong w dziedzinie D, poprze-
dzimy zwrotem: dla kazdego x nalezgcego do D, to otrzymamy zdanie: Kazde x nalezgce do
dziedziny D, spelnia warunek p (x).

Jest to wigc pewien sposob tworzenia zdan z form zdaniowych.

W zdaniu: Dla kazdego x nalezgcego do D spetniony jest warunek p(x) zwrot: dla kazdego \j
nazywamy kwantyfikatorem ogdélnym. v

Moéwimy wowczas, ze zmienna x w formie zdaniowej p(x) jest zwigzana przez kwan-
tyfikator ogo6lny.
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. Elementy logiki matematycznej

Kwantyfikator ogolny (zwany tez duzym) oznaczamy symbolem A (albo V)
Zdanie: Dla kazdego x nalezgcego do D, zachodzi p (x), zapisujemy:

X/E\Dp(x) albo (Vx € D)(p(x))

lub po prostu A\ p (x), gdy z gory wiadomo, do jakiego zbioru nalezy x.
Na przykiad wyrazenie /\ x>+ 1> 2x jest zdaniem. Nietrudno spostrzec, ze jest to
x€R

zdanie prawdziwe, bowiem x*+ 1 > 2x & (x — 1)* > 0, a kwadrat kazdej liczby rzeczywistej
jest nieujemny.
Rozwazmy teraz wyrazenia:
1. Istnieje liczba rzeczywista x spetniajgca rownanie x*+ 1= 0.
2. Istnieje trojkqt, ktorego wszystkie kqty sq rowne.
3. Istnieje czworokqt, w ktory mozna wpisac okrgg.
4. Istnieje wsrod uczniow naszej klasy poczucie solidarnosci.

Wszystkie te wyrazenia sg zdaniami. Kazde z nich podaje pewna informacjg, cho¢ nie
zawsze prawdziwg. Zdania te taczy pewna wspolna wlasno$¢: w kazdym z nich wystepuje
slowo istnieje. Opuszczajac je, otrzymamy z tych zdan pewne formy zdaniowe.

Whiosek. Jesli forme zdaniowa p(x) zjedng zmienna okre§long w dziedzinie D poprze-
dzimy zwrotem: istnieje takie x nalezgce do dziedziny D, Ze..., to otrzymamy zdanie: Istnieje
takie x nalezgce do D, ze p(x).

Jest to wigc kolejny sposdb tworzenia zdan z form zdaniowych.

Ol

Wvraz: istnieje w zdaniu: Istnieje takie x, nalezgce do D, ze p(x) nazywamy kwantyfikato-}
rem szczegétowym (albo matym).

ywimy wowczas, ze zmienna x w formie zdaniowej p(x) zostala zwigzana przez
kwan.yfikator szczegblowy.
Kwantyfikator szczegolowy oznaczamy symbolem V (albo 3)
Zdanie: Istnieje takie x nalezqce do zbioru D, ze p(x) zapisujemy:

x\e/D p(x) albo <E|x e D) (p(x))
lub po prostu \x/ p (x), gdy juz wiemy, do jakiego zbioru nalezy x.
Na przyklad wyrazenie r\E/R x?=1=0 jest zdaniem. OczywiScie jest to zdanie prawdzi-
we, bo liczba 1 (jak réwniez —1) spelniaja forme zdaniowa x*—1=0.

Zaprzeczenie zdan z kwantyfikatorem

Jesli chcemy zaprzeczy¢ zdaniu: Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nierownosc
2x— 1> 0, to powiemy: Nieprawda, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nierownos¢
2x— 1> 0 lub jeszcze prosciej: Istnieje taka liczba rzeczywista x, dla ktorej nie zachodzi nie-
rownosé 2x— 1> 0, czyli: Istnieje taka liczba rzeczywista x, dla ktdrej zachodzi nierownosc
2-1<0.
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9. Kwantyfikatory

Stad wyciggamy wniosek.

Whiosek. Jezeli zaprzeczamy zdaniu zaczynajacemu si¢ od kwantyfikatora ogolnego dla

kazdego x zachodzi p (x), to otrzymujemy zdanie zaczynajace si¢ od kwantyfikatora szcze-

golowego i zawierajace negacje formy zdaniowej p (x): Istnieje takie x, ze ~ p (x).
Postugujac si¢ poznanymi symbolami logicznymi, zapiszemy to nastepujaco:

~(Ap@) e V(~p(x)).

Podobnie, chcac zaprzeczy€ zdaniu zaczynajacemu si¢ od kwantyfikatora szczegotowe-
go, na przyktad zdaniu: Istnieje taka liczba rzeczywista x, ze zachodzi nierownosc
x*< 0, powiemy: Nieprawda, ze istnicje taka liczba rzeczywista x, ze zachodzi nieréwnosé
x?< 0, co oznacza: Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nierownos¢ x*= 0,

Whiosek. Jesli zaprzeczamy zdaniu zaczynajacemu si¢ od kwantyfikatora szczegdtowego:
Istnieje takie x, ze p (x), to otrzymujemy zdanie zaczynajace si¢ od kwantyfikatora ogdlne-
go i zawierajace negacje formy zdaniowej p (x): Dla kazdego x zachodzi ~ p (x).

Symbolicznie zapiszemy to tak:

~(\[p(X)) & N(~p(x)).

X

Pytania i zadania

1. Co to jest: kwantyfikator ogdlny, kwantyfikator szczegétowy? Podaj przyklady zdan
z tymi kwantyfikatorami.
2. Omow zaprzeczenie zdan z kwantyfikatorem:
a) og6lnym,
b) szczegdltowym.
3. Ocen warto$¢ logiczng zdan 1 zapisz je z uzyciem symboliki kwantyfikatorow:
a) Istnieje taka liczba rzeczywistax, ze x*>—4 = 0.
b) Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nierowno$é x> —9 < 0.
¢) Dla kazdego x, jeSli x> 1, to x*> L.
d) Istnieje takie x<1,ze x°< 1.
4. Ktore z ponizszych zdaf jest prawdziwe, a ktore fatszywe?

a) A A (x+y=0), b) A A ((x+y)2:x2+2xy+y2);

xeER yeER xeR yeR
A Vix+y=0; dV Ax+y=0); ¢ V V (x+y=0).
xXeER yeR XER yeER xXER YER
5. Formy zdaniowe jednej i dwoch zmiennych poprzedzZ kwantyfikatorami, tak aby otrzy-
mac zdania prawdziwe:

a) (x+y)2=x2+y2; b) (x—y)2=x2—2xy+y2;
c)x*—4<0; d) x*=y*=x-y;
e)x*+y’=2xy; f) x*< 0.
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I. Elementy logiki matematycznej

10. Zadania logiczne
W podrozdziale tym rozwigzemy kilka zadan logicznych.

Przyklad 1. Dana jest lista n ponumerowanych zdan. Zdanie o numerze k
(k=1,2,....n) glosi: Na niniejszej liscie jest dokladnie k zdan fatszywych. Ktore sposrod
zdan na tej liScie jest prawdziwe?
Rozwiazanie:

Zauwazmy najpierw, ze co najmniej jedno z podanych zdan musi by¢ prawdziwe, bo
w przeciwnym przypadku falszywe musialyby by¢ wszystkie zdania — a wigc takze to o nu-
merze n. Mamy juz sprzecznoSc.

Oczywiste jest tez, ze prawdziwe musi by¢ co najwyzej jedno sposrdd wszystkich zdan
na liScie, gdyz kazde z nich okresla inng liczbg zdan falszywych. Zatem na tej liScie mamy
tylko jedno zdanie prawdziwe. Jest nim zdanie o numerze n— 1.

Przykiad 2. W pewnej grupie siedmiu chiopcow kazdy ma wsrod
pozostalych co najmniej trzech braci. Wykaz, ze wszyscy ci chiop-
cy s3 braémi.

Rozwiazanie:
Oznaczamy przez A jednego z chtopcow, a przez A,,A,,A;
— tych, ktorzy sa jego bracmi. Niech B bedzie chiopcem spoza wy- *x
mienionej czworki. Sa teraz trzy mozliwoSci: v
a) wsrod braci chiopca B s3 obydwaj niebrani jeszcze pod
uwage chlopey X'iY (ryc. 1.3.), Ryc. 1.3.

b) wsrdd braci chiopca B jest tylko jeden spoSrod XiY,
¢) B ma co najmniej trzech braci wsrod A4,A4,,A4,,A4..
W kazdym z tych przypadkow latwo ustalic, Zze cala grupa siedmiu chfopcow to bracia.

Przykiad 3. Cztery wyrazy i umieszczone obok nich cyfry: UGIER - 0, SZKL.O - 1,
PEUGI -2, SOCHA -3 sg kluczem do znalezienia pigtego stowa, takze pigcioliterowego.
Cyfra przy wyrazie wskazuje, ile jego liter wystepuje w szukanym stowie. Jakie to stowo?
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze podane wyrazy maja wspolne litery. Podkre§lmy w nich te litery, ktore
nalezy wyeliminowac¢: UGIER -0, SZKY.O - 1, PEUGI - 2, SOCHA - 3.

Do dyspozycji mamy wigc litery: P, £, C, H, A, z ktérych uktadamy szukane stowo.
A jest nim, oczywiscie, PCHLA.

Przykiad 4. Mamy dwie patelnie. Na kazdej zmieScimy tylko jeden kotlet. Jedna strona
kotleta smazy si¢ w ciggu 1 minuty. W jakim najkrétszym czasie usmazymy na tych patel-
niach trzy kotlety?

Rozwigzanie:

Kotlety usmazymy w 3 minuty. W pierwszej minucie usmazymy po jednej stronie
dwa kotlety, w drugiej — jeden z nich po drugiej stronie i trzeci — po jednej stronie.
W trzeciej minucie konczymy smazenie dwoch kotletow usmazonych dotad z jednej
strony.
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10. Zadania logiczne

Przyktad 5. Dwaj ojcowie i dwaj synowie zjedli razem trzy jabika, przy czym kazdy z nich
- po calym jabtku. Czy to mozliwe?
Rozwigzanie:

Tak, jest to catkiem mozliwe, gdyz byli to: dziadek, ojciec i syn.

Przyktad 6. Znajdz wszystkie pary (a,b) liczb catkowitych dodatnich, jesli wiadomo, ze
wsrdd ponizszych zdan trzy sa prawdziwe i jedno falszywe:

1. a+ 1 dzieli si¢ przez b;

2. a=2b+5;

3. a+b dzieli si¢ przez 3;

4. a+7Tb jest liczbg pierwszg.

Rozwigzanie:

Nie moga by¢ jednocze$nie prawdziwe zdania 3. i 4., gdyz wtedy liczba
a+7b=(a+b)+6b nie mogtaby by¢ pierwsza (dlaczego?). Nie moga by¢ jednoczesnie
prawdziwe takze zdania 2.1 3., gdyz wtedy liczba a + b =3b+ 5 nie moglaby by¢ podzielna
przez 3. Zatem sposrod podanych zdan prawdziwe jednoczesSnie sg zdania 1., 2.1 4., czyli:
1. a+ 1 =k-b,gdzie k jest pewng liczbg catkowitg;
2.a=2b+5;

3. a+ b jest liczbg pierwszg.

Stad2b+6 =k-b, czyli b(k—2)=6.

Wobec tego b=1,2,3,6 iodpowiednio a=2b+5=7,9,11,17.

Ale liczba a + 7b jest pierwsza i wigksza od 2, wigc jest nieparzysta. Warunek ten spel-
niaja jedynie pary: a=9, b=2 oraz a=17, b=6.Pary (9,2) i (17,6) sa jedynymi, kt6-
re spelniaja warunki zadania.

Przyktad 7. Wszyscy mieszkancy miasta A zawsze mowia prawde, a wszyscy mieszkancy
miasta B zawsze ktamig. Wiadomo, ze mieszkancy miasta 4 bywaja w B i na odwrot. Pew-
nego razu podrozny znalazt si¢ w ktorym§ z tych miast, ale nie wiedzial, w ktorym. Jakie
powinien zadaé pytanie pierwszemu napotkanemu przechodniowi, aby si¢ zorientowac,
w ktorym z tych dwoch miast si¢ znalazi?
Rozwigzanie:

Podrozny powinien zapytac napotkanego: ,,czy Pan pochodzi z tego miasta?” Wowczas
w miescie A uslyszy zawsze odpowiedz: ,,tak”, a w mieScie B — ,,nie”.

Pytania i zadania

1. Znajdz wszystkie takie liczby dwucyfrowe A, dla ktorych dwa sposrod ponizszych zdan
sa prawdziwe i dwa sg falszywe.
a) A jest podzielna przez 5.
b) A jest podzielna przez 23.
c) A+ 7 jest kwadratem liczby calkowite;.
d) A — 10 jest kwadratem liczby catkowite;j.
2. Znajdz wszystkie liczby naturalne 7, dla ktérych dwa sposrod ponizszych zdan sg praw-
dziwe i jedno falszywe.
a) n+ 51jest kwadratem liczby naturalnej.
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|. Elementy logiki matematycznej

b) Ostatnig cyfra liczby n jest 1.
c) n— 38 jest kwadratem liczby naturalnej.

3. Mieszkancy miasta A mowig tylko prawde, mieszkancy miasta B — tylko ktamia, a miesz-
kancy miasta C na przemian — mowig prawde i klamig. Dyzurny strazy pozarnej odebrat
telefon: ,,U nas jest pozar, przyjezdzajcie szybko!”. ,,Gdzie?” — spytat. ,,W miescie C” —
ustyszal. Do ktorego z miast wyjechal woz strazy pozarnej gasi¢ pozar?

11. 0 dowodzeniu twierdzen

W matematyce dowodzimy twierdzen dwojako: wprost i nie wprost.

Dowod wprost polega na tym, ze przyjmujac za prawdziwe wszystkie zalozenia (po-
przednik implikacji), rozumujemy dotad, az dojdziemy do prawdziwosci tezy (nastgpnika
implikacji). W dowodzeniu wprost korzystamy migdzy innymi z reguly odrywania, czyli
— przypomnijmy — z tautologii: [p A (p = q)] = g, oraz z prawa przechodnioSci implika-
cji (to jest z tautologii: [(p=q)A(g=71)]= (p=r).

Dowéd nie wprost polega na rozumowaniu przez sprzeczno$¢ (lac. reductio ad absur-
dum — sprowadzenie do niedorzecznosci), w ktorym, przyjmujac wszystkie zatozenia za
prawdziwe, dolagczamy zaprzeczenie tezy, co w konsekwencji prowadzi do sprzecznosci al-
bo z zalozeniem, albo tez z innym faktem, udowodnionym wczesniej lub przyjetym jako
pewnik. Dowod nie wprost oparty jest na tautologii:

[(pA(~q))=~ple(p=q)
Z przykiadami dowodzenia twierdzen wprost lub nie wprost spotkamy si¢ w tym pod-
reczniku wiele razy.
Warto wiedzie¢, ze metod¢ dowodzenia twierdzen nie wprost zawdzigczamy greckie-
mu filozofowi — Platonowi (IV w. p.n.e.).
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1. Zbiory i dziatania na nich

il. Rachunek zhiorow
1. Zbiory i dziatania na nich

Pojecie zbioru nalezy do tych poje¢ matematycznych, ktorych si¢ nie okresla. Uznaje-
my je za tak zwane pojecie pierwotne. Zamiast ,,zbior” moéwimy tez mnogos¢, a w niekto-
rych przypadkach rodzina lub przestrzen. Latwo jest podac przyktady zbioréw: zbior zdjec
w albumie rodzinnym, zbiér znaczkéw w klaserze, zbior ucznioéw twojej klasy, zbior grzy-
bow w koszu po godzinnym spacerze po lesie, zbior liczb naturalnych.

Zbiory oznaczaé¢ bgdziemy zwykle duzymi literami alfabetu tacin-
skiego: 4, B, C, ..., X, Y, Z. Jezeli przedmiot a nalezy do zbioru A4, to pi-
szemy a € A (znak € czytamy: ,,nalezy do...”). MOwimy tez, ze a jest
elementem zbioru A4 (ryc. 2.1).

Jesli a nie jest elementem zbioru A, to piszemy a & A (czytamy:
,nie nalezy do...”; ryc. 2.2).

Elementy zbioréw oznacza¢ bedziemy zwykle matymi literami: a, b,
G X, Y, Z.

Konkretny zbior mozemy okreslic dwojako:

1. wymieniajac wszystkie jego elementy, na przyktad

A={2,3,5,7,11,13,17,19} 6"
2. opisujac wiasnosci, ktore maja wszystkie jego elementy i tylko one,

na przyktad A — zbior wszystkich podzielnikow danej liczby natural- a¢A

nej n, B — zbidr wszystkich liczb rzeczywistych wigkszych od 2. Ryc. 2.2.

Ryc. 2.1.

f‘“‘“ \
| Przez zbiér elementéw majacych okreslong wlasno$¢ W rozumiemy zbior wszystkich i tyl- | |
\ ko takich elementdw, ktore maja te wiasnosc. | ©

)

Zbior elementdw x majgcych wlasnosé W (x) oznaczamy symbolem {x W (x)} Mo-
wigc ,,zbior liczb calkowitych”, mamy na mysli zbior wszystkich liczb catkowitych i tylko
liczb calkowitych.

Zbibr, ktory ma skoniczong liczbe elementdw, nazywamy zbiorem skoficzonym.

Zbiory {a},{1,3,5,7,9} sa skonczone; pierwszy z nich — jednoelementowy — zlozony
zjedynego elementu, ktorym jest a, drugi zas — pigcioelementowy — jest zbiorem liczb nie-
parzystych mniejszych od 10.

Wsrdd zbiorow skoniczonych na szczegblng uwage zastuguje zbidr niemajgcy zadnego
elementu (majacy 0 elementéw). Taki zbior nazywamy zbiorem pustym i oznaczamy sym-
bolem @. Na przykiad zbidr liczb catkowitych wigkszych od 0 i mniejszych od 1 jest pusty,
podobnie jak zbior rozwiazan rzeczywistych rownania x*+ 1 = 0.

Zbior, ktory nie jest skoficzony, nazywamy zbiorem nieskoficzonym. Zbior liczb pierw-
szych jest nieskoficzony; zbior rozwiazan nieréwnosci x°+ 1> 0 tez jest zbiorem nieskon-
czonym.

Pamig: \jmy, ze zapis {a,b}, gdy a =b, oznacza po prostu zbior jednoelementowy {a}.

Jesli zaiem piszemy A = {a,b, ¢}, to mamy na mysli zbior 4 ztozony z trzech réznych
elementow: q, b, c.
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II. Rachunek zbiorow

o=
'SR

Mowimy, ze zbidr A zawiera sie w zbiorze B lub A jest podzbiorem zbioru B, jesli kazdy
element zbioru A4 jest elementem zbioru B.

Zapisujemy to nastepujaco: A C B lub BD A (znak C czytamy: ,,zawiera si¢ w...”).
Tak wigc (x) ACBo AN (x€A=xEB)

Na przyklad, jesli 4 ={1,2,3}, B={0,1,2,3,4,5} towidzimy, ze 4 C B.
Zauwazmy, ze z definicji zawierania si¢ zbiorow wynika wniosek.
Whiosek. Dla kazdego zbioru A: @ C Aoraz A C A.

Zawieranie si¢ zbioro6w nazywamy takze inkluzja (ryc. 2.3).
Zaprzeczajac zdaniu (), otrzymujemy zdanie: @ B

A¢B VA (x¢ B)(znak ¢ czytamy: ,nie zawiera si¢ w...”"). Za-

tem zbidr A nie zawiera si¢ w zbiorze B, gdy co najmniej jeden AcHB
element zbioru A nie nalezy do zbioru B (ryc. 2.4). Ryc. 2.3
A¢B A¢B
aeA aé¢B aeA a¢B
Ryc. 2.4.

Sl

Mowimy, ze zbior A jest rowny zbiorowi B i piszemy A = B, gdy kazdy element zbioru
A nalezy do zbioru B i kazdy element zbioru B nalezy do zbioru A4.

Zauwazmy wiec, ze A=Be A C BABCA. Krotko méwiac, dwa zbiory sa réwne,
gdy maja te same elementy.

Dziatania na zhiorach
Niech A4 i B beda danymi zbiorami.

—

; CzeScia wspolng lub iloczynem zbioréw A i B nazywamy zbior tych elementow, z ktorych
kazdy nalezy do 4 i do B. Iloczyn zbioréw A i B oznaczamy symbolem A N B.

A B
Zatem xeANBexeAANxE B, oraz v

x¢ANBex¢& AVx¢& B (namocy I prawa de Morgana)
Interpretacje iloczynu zbiorow A i B przedstawia rycina 2.5.

Przyktad 1. Niech A={-3,-2,-1,0,1,2,3},

B={-1,2,3,4,5}. Wowczas ANB={-1,2,3}.

ANB
Ryc. 2.5.
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1. Zbiory i dziatania na nich

Przyktad 2. N oznacza zbior liczb naturalnych, C — jest zbiorem liczb catkowitych,
W - jest zbiorem liczb wymiernych, R oznacza zbior liczb rzeczywistych. Wowczas, oczywi-
Scie NCCCWCR oraz NNC=N,CnW=C, WnR=W.

Zauwazmy, ze:

ANA=A.

Jezeli ACB, to ANB=A.

. . . \)
(ZbloryA i B nazywamy roziacznymi, je§li ANB=@. ) \\J

Przyktad3. ANo=0.
Przykiad 4. Niech 4={-3,-2,-1,0}, B={1,2,3.4, 5}. Wowczas ANB=@.

Sumg lub polaczeniem zbioréw 4 i B nazywamy zbior tych elementow, z ktorych kazdy \j
nalezy do co najmniej jednego ze zbioréw A4 i B, i oznaczamy go przez AU B, v

ST

Wobec tego xEAUBesxeAVxeB, oraz x¢ AUBeoxEANXEB (na mocy
IT prawa de Morgana).
Ilustracja sumy zbioréw A4 i B jest rycina 2.6.

Przyklad 5. Niech A4 = {—3, -2,-1,0,1,2, 3},
B={—1,1,3,4,5}.
Wowezas AUB={-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5}.
Zauwazmy, z€:
AUA=A, AU =A.
Jezeli AC B, to AUB=B. Ryc. 2.6.

AUB

Réznica zbioréw A i B nazywamy zbior tych elementow, z ktérych kazdy nalezy do 4 inie W
nalezy do B, i oznaczamy go przez A\ B. v

Roznice zbioréw A i B ilustruje rycina 2.7.

Tak wigc xe A\ BexeANXEB, h g
xgA\Bex¢gAVxeB.
Przykiad 6. Niech A4 :{—3, -2,-1,0, 1,2,3},
B={-2,-1,1,2}. A\B
Wowcezas A\ B={-3,0,3}, B\A=2.
Ryc. 2.7.

Przyklad 7. Jezeli ACB, to A\ B=2.

Na og6t nasze rozwazania ograniczamy do zbioréw, ktore sg podzbiorami pewnego
ustalonego zbioru, zwanego tutaj przestrzenia.
Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni X:

Ol

[Dopelnieniem zbioru A do przestrzeni X nazywamy zbior X \ A i oznaczamy go przez A' J \
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II. Rachunek zbiorow

Ll

Stad: X
xeA eox¢ A,

X =
(A')' =A. Ryc. 2.8.

Przyklad 8. Dopelnieniem zbioru liczb naturalnych w przestrzeni liczb catkowitych jest
zbior liczb catkowitych ujemnych, natomiast dopetnieniem zbioru liczb wymiernych
w przestrzeni liczb rzeczywistych jest zbior liczb niewymiernych.

Pytania i zadania

1.

30

Podaj znaczenie termin6w:

a) zawieranie si¢ zbioru w zbiorze,

b) zbiér skoniczony,

¢) zbior pusty,

d) zbi6r nieskonczony,

e) podzbidr zbioru.

Podaj definicje:

a) iloczynu zbiorow,

b) sumy zbioréw,

¢) zbioréw roztacznych,

d) réznicy zbiorow,

e) dopetnienia zbioru.

Czym jest suma liczb 1, 2, 3, 4, 5, 6, a czym jest suma zbiorow {1}, {2}, {3}, {4}.
{s}. {6}

Wyznacz wszystkie podzbiory zbioru {a,b,c,d}.

Dane sa zbiory: A= {1, 2,3,5,7, 11, 13}, B= {1, 3,5,7,9,11, 13}. Wyznacz: ANB,
AUB, A\ B, B\ A.

A jest zbiorem trojkatow rownobocznych, B jest zbiorem trojkatéw rownoramiennych,
C jest zbiorem trojkatow prostokatnych. Wyznacz zbiory: A NB, AUB, A\C, AnC,
BNC, BUC, C\ A, A\B, B\ A, B\C.

Dane sa zbiory: A={1,2,4,5,8,16}, B= {4,5,8,11}, C={1,7,8,15,16}. Korzysta-
jac z symboli U, N, uzupetnij prawe strony rownosci:

a){4,5,8} =; b){1,2,4,5,8,11,16}:; ){1,2,4,5,7,8,11,15,16} =;

d) {8} =; e){1,8,16} =; f){1,2,4,5,7,8,11,15,16} =;
g){1.4,5.7.8,11,15,16} =.

. Niech a, b, ¢, d beda roznymi liczbami naturalnymi. Wiadomo, ze zbiory {a,b, 6},

{6.7.c}, {a.b,8},{b.d.9} sa podzbiorami zbioru {a, b,c,d }. Wyznacz a, b, ¢, d.

". Elementami zbioréw A4, B, C sg liczby 1, 2, 3, ..., 9. Wiadomo, ze ANB={1,2},

BnC={3,7}, AuB={1,2,3,6,7,8}, AuC={1,2,3,4,5,7,9}. Wyznacz elementy
kazdego ze zbioréow A4, B, C.



2. Prawa rachunku zbiorow

2. Prawa rachunku zbioréw

Kazde dzialanie na zbiorach ma swdj odpowiednik wsrod dzialan na zdaniach. Na
przyktad iloczynowi zbioréw odpowiada koniunkcja zdaf, gdyz element a nalezy do ilo-
czynu A N B wtedy i tylko wtedy, gdy a nalezy do A4 i (koniunkcja!) gdy a nalezy do B.

Podobnie:

— sumie zbioréw odpowiada alternatywa zdan,

— dopelnieniu zbiorow odpowiada negacja zdania,

— zawieraniu si¢ zbioru w zbiorze odpowiada implikacja zdan,
— roéwnosci zbiordw odpowiada rownowaznos¢ zdan.

Naturalna konsekwencja tej odpowiednioSci jest to, ze dzialania na zbiorach maja te
same wlasnosci co odpowiadajace im dzialania na zdaniach. Otrzymujemy w ten sposob
tak zwane prawa rachunku zbiorow, odpowiadajace stosownym prawom rachunku zdan
(tautologiom).

Niektore z nich podano w ponizszej tabeli.

Rachunek zbiorow Rachunek zdan
nazwa prawa tres¢ prawa nazwa prawa tres¢ prawa
prz'emiennoéé ANB=BnNA przem’iennq.éé PAG = GAD
iloczynu koniunkcji
przemienno$¢ AUB = przemiennos¢ v v
sumy B alternatywy pva < avp
tacznos¢ taczno$¢
ANBNC=An(BNC AN A(gA
iloczynu ( ) ( ) koniunkcji (PAGAT = pAGAT)
facznosc _ tacznosé
sumy (AuB)UC=AU(BUC) alternatywy (pvg)Vr < pV(gVr)
rozdzielno§¢ rozdzielnos§¢
iloczynu wzgledem | (AUB)NC=(ANC)U(BNC) koniunkcji wzgle- (pV@)Ar = (pAr)V(qnr)
sumy dem alternatywy

rozdzielno$¢
sumy wzgledem
iloczynu

(ANB)UC=(AUC)N(BUC)

rozdzielnos¢

alternatywy wzgle-
dem koniunkcji

(pAg)Vr = (pVr)A(qVr)

I prawo de Morgana

(ANB) =A'UB'

I prawo de Morgana

~((PAg) & (~p)V(~q)

I1 prawo de Morgana

(AUB)'=A'nB'

1T prawo de Morgana

~(Vvq) & (~pIAN(~q)

I prawo de Morgana rachunku zbiordw glosi: dopelnienie czesci wspolnej zbiorow 4
i B jest sumg dopelnien tych zbiorow.
II prawo de Morgana rachunku zbioréw orzeka: dopetnienie sumy zbioroéw A i B jest
czedceig wspolng dopelnieni tych zbiorow.




Il. Rachunek zbiorow

Prawa rachunku zbioréw nietrudno jest zilustrowa¢ geometrycznie. Oto ilustracja pra-
wa rozdzielnosci iloczynu wzgledem sumy (ryc. 2.9).

| @h | @/’

(AuB)NC (ANC)U(BNC)
Ryc. 2.9.

A tak zilustrowa¢ mozna prawa rozdzielno$ci sumy wzgledem iloczynu zbioréw

AVA
&

(AnB)UC (AuC)N(BUC)
Ryc. 2.10.

Z kolei rycina ponizej jest ilustracja geometryczna praw de Morgana (ryc. 2.11).

(ANB)'=A'UB' (AUB)'=A'nB'

Ryc. 2.11.

Aby sprawdzi¢, czy zachodzi dane prawo rachunku zbioréw, odwotujemy si¢ do odpo-
wiednich praw logicznych. PrzeSledZmy to na przyktadach.

Przykitad 1. Wykaz, ze dla wszelkich zbiordéw A, B, C zachodzi réwnosé
AUB\C=UA\O) U B\O).
Rozwigzanie:
Dla dowolnego elementux mamy x€ (AUB)\C e (x€ AUB)A(x¢C)
e (X€AVXEBAN(xEC) e (x€A)N(xEC))V((xeB)AN(x¢(C)) =
o (xed\ C) % (x €B\C)exeA\O)UB\C) (korzystaliSmy z okreslenia dziafaii
na zbiorach i z prawa rozdzielnosci koniunkcji wzgledem alternatywy zdan).

32



2. Prawa rachunku zbiorow

Ponizsza rycina przedstawia interpretacj¢ geometryczng udowodnionej rownosci
(ryc. 2.12).

~ e . e
= O -

(AUB)\ (ANCHYU(B\C)

Ryc. 2.12.

Przyklad 2. Wykaz, ze dla wszelkich zbiorow A4, B, C zachodzi réwnos¢

A\(BUC)=A\B\C.
Rozwigzanie:
Dla dowolnego elementu x mamy: xe A\ (BUC) & (xeA)A(x&BUC) &
e (xeA)N(x¢B)AN(x¢C)) e ((xeA)N(x¢B)AN (x¢C) =
& (xeA\B)A(x¢ C)exe(A\B)\C (korzystaliSmy tutaj z okreslenia dzialan na
zbiorach i z prawa facznoS$ci koniunkcji).

Dowodzong rownoS¢ ilustrujemy tak (ryc. 2.13):

A\(BuC)A (ANB)\C

Ryc. 2.13.

Pytania i zadania

1. Na czym polega odpowiednioé¢ miedzy dziataniami na zbiorach i dzialaniami na zda-
niach? Wymien pary odpowiadajacych sobie dziatan.

2. Wyjasnij odpowiednio$¢ migdzy prawami rachunku zbioréw i prawami rachunku zdan.
Podaj przyktady odpowiadajacych sobie praw.

3. Udowodnij, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C zachodzg rownosci:
a) AN(B\C)=(ANB)\C; b)A\(B\C)=(A\B)Uu(ANC).

4. Rozstrzygnij, czy dla dowolnych zbioréw A4, B, C zachodzg rownosci:
a) A\(BUC)=(A\B)n(A\C);, b)AU(ANB)=A4; c¢)AN(AUB)=B.

5. A jest zbiorem czworokatow, B jest zbiorem trapezow, C jest zbiorem rownolegiobo-
kow, D jest zbiorem prostokatow. Wyznacz: ANB, AnD, BUD C \ D, CuD,
CnD, B\ A, D\ C.
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II. Rachunek zbiorow

3. Zhior elementow spetniajacych forme zdaniowa
Niech p (x) bedzie dang forma zdaniowa:

(

! Zbiorem elementéw spetniajacych forme zdaniowa p (x) nazywamy zbior tych x naleza-
i cych do dziedziny formy zdaniowej p (x), dla ktorych forma ta staje si¢ zdaniem prawdzi-
| wym. Zbior ten oznaczamy symbolem {x: p(x)}.

\

|

)

Przyklad 1. {n:n€ NAn< 10} jestzbiorem liczb naturalnych mniejszych od 10, to jest
zbiorem {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Przyklad 2. {x:x€ R A (x— 1)(x—2) =0} jest zbiorem rozwigzan rownania
(x=1)(x—=2)=0, czyli zbiorem {1,2}.

Przykiad 3. {k:ke CA2 l k} jestzbiorem liczb catkowitych parzystych.

Uwaga. Zapis a]b czytamy: ,a jest podzielnikiem b” albo ,,b jest podzielna przez a”.
Niech p(x)i g(x) beda formamizdaniowymi o wspdlnej dziedzinie X oraz niech
A={x:p(x)}, B={x:q(x)}.

Wowczas:

A :{x:~p(x)}
A\Bz{x:p(x)/\<~q(x)>}‘

Sa to zwigzki, w jakich pozostaja relacje zawierania i réwnosci zbioréw oraz dziafania:
iloczynu, sumy, roznicy i dopetnienia zbioréw z formami zdaniowymi.

Pytania i zadania

1. Wyjasnij zwiazki dzialan na zbiorach z formami zdaniowymi.
2. Wyjaénij zwigzki miedzy dzialaniami na zbiorach a formami zdaniowymi.
3. Okre§l za pomocg dzialaf na zbiorach A = {x :p (x)}, B= {x q (x)}:

JLx:~p()c) Vv (~q(x))},
{x ~p(x) A (~q (x))}
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1. Cwiczenia w dziataniach na utamkach

I1l. Rachunek algebraiczny
1. Cwiczenia w dziataniach na utamkach

Utamki i dzialania na nich znasz juz ze szkoly podstawowe;j. Potrafisz zapewne porow-
nywac utamki oraz wykonywac na nich dziafania arytmetyczne, to znaczy dodawaé, odej-
mowac, mnozyc¢ i dzieli¢ je. Obecnie powtoérzymy i utrwalimy sobie te wiadomosci oraz
wykonamy wiele ¢wiczen.

Ulamki zwykle. Jezelia i b sa liczbami catkowitymi (b# 0), to iloraz % nazywamy
utamkiem zwyklym:

- wiaSciwym, gdy —1 < 4. 1, na przyktad l’ _l’ 4
b 3 25

. . a a -2 2 4 5

- niewlaSciwym, gdy 5 <—1 lub 5 > 1, na przyktad S 3 T

Utamek nie zmieni swojej wartosci, gdy jego licznik i mianownik pomnozymy lub po-
dzielimy przez t¢ sama liczbe r6zng od zera:

. a_a-c
rozszerzanie ulamka —=—
b b-c
c#0, b#0
skracanie ulamka %:—z = %.
Ulamki dodajemy (odejmujemy), sprowadzajac je do wspolnego mianownika:

a c¢_ad+cb a ¢ _ad-cb

b d bd b d  bad > '7® 40
mnozymy za$ i dzielimy nastgpujaco:

a c_ac ac_a g’ b#0, d#0.

bd bd bd b e
W praktyce, aby dodac lub odja¢ utamki o réznych mianownikach, sprowadzamy je do
ulamkow o wspolnym mianowniku, znajdujac najpierw NWW (najmniejsza wspolna wie-
lokrotno$¢) tych mianownikow.
Na przyktad:

1
2

1
2 4 22 4 4 4
Utamki dziesi¢tne. Utamki o mianownikach 10, 100, 1000, ... zapisujemy w systemie
dziesigtnym, oddzielajgc przecinkiem czgs¢ catkowita i piszac za przecinkiem cyfry wska-
zujgce liczby czesci dziesiatych, setnych, tysiecznych, ... itd.
Na przyktad:
4 125 728

1—0— = 0,4; m = 0,125; ﬁ = 7,28.
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Ill. Rachunek algebraiczny

Ten zapis, zwany rozwinieciem dziesi¢tnym utamka, ma nast¢pujacy schemat

D E F
DEF... 100+4B-10+C- 1+ —+—+—-+...
ABG DEF: A 100+5-10+C 1 10 100 1000 ’
czgé¢ catkowita czg$¢ utamkowa

przy czym litery ..., 4, B, C, D, E, E, ... oznaczaja cyfry 0, 1, 2,3, ..., 9 (niekoniecznie rézne).

W ten sposob mozna zapisa¢ kazdy utamek, dzielgc licznik przez mianownik w znany
sposoOb. Zapisana w ten sposob liczbe nazywamy ulamkiem dziesi¢tnym.

Zanim przystapimy do ¢wiczen w dziataniach na ulamkach, przypomnijmy sobie
jeszeze kolejnos¢ wykonywania dzialan na liczbach. Ustalona jest ona nastgpujacymi
umowami:

1. Przy obliczaniu warto$ci wyrazefi niezawierajgcych nawiasu wykonujemy najpierw
mnozenie i dzielenie w kolejnoSci ich wystepowania, a nastgpnie dodawanie

i odejmowanie w kolejnosci ich wystgpowania.

2. Przy obliczaniu wartosci wyrazei zawierajacych nawiasy wykonujemy najpierw
dziatania w tych nawiasach, wewnatrz ktoérych nie ma juz innych.

Pora na ¢wiczenia.

Przykiad 1. Wykonaj dzialania:

4 23 1 4 52 1.5
= = - -2 2=:=.
D31ty P3gTap 93523 D2y
Rozwiqzanie:
S pA 5 4 53+47 15428 43
21 9 3.7 3.3 3:3.7 63 63’
b)gé—L 23 1 _23-2-1-3 46-3 43,

24 2233 3222 22233 72 712

4 o219 8 152 2,
93323753775 0%
§21,5.5,5.56_6 5

26 26 25

[\

Przykiad 2. Wykonaj dzialania:

5 7. 11 1.2
a) 2.+35 b)5 3]8, c)45 67
Rozwiazanie:
5 3 S 7\ 5-3+7-2 _ 29 11 _ 11
a)2g+3— (2+3)+ (6 9>_5+——_18 =5+ g =St I+ g =0
11 5 11 5 11 5 11-3-5-2-2
—_— _— = — +|— ——|= -+ — = —_—_— =
b)524 318 (5-3) (24 18) 2 <2~2-2~3 2~3-3) 2 2-2-2-3-3
s 33-20 2+13_2E;
24 24 24
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1. Cwiczenia w dziataniach na utamkach

1 2 . 1 2y 3-10 AV
C) 4;"‘65—(4 6)+<5 3)— 2+ = 2+< )—- 2—.

Przyklad 3. Oblicz:
3 _o,1) 3L Togty (g4t
a) (17—2z>3§, b)<23+32>< 46+37>’

1 5 5 1 3
(132—25—1Og>'23025+464

BEEERS

Rozwiazanie:

3 1 1 3001 10 _(_ 12-7)\ 10 _
a) (17‘22)'35—((1‘2)+(7‘z)>7—( I+ =55 ) 3 =
51 10 28 513\ 10 28 51\ 10
-1+ =) —=-+=) === -=) ==
( 28) 3 ( 28 28) 3 (28 28) 3

23 10 _ 23 5_ 23-5_ 115 _ 31

23 143 143 a2 “a
1,1 1 1)) o))
(5 5)( 4g+3—> <(2+3) ( 5)).((-4+3)+(-g+7))_
L2743 —7+6 LS \_35.( 43\ 35 (42
6 6\ 22) 6 \"a2) 6 \Tu3
357 __2_4;:_5@
1\ "3 43
. _ 12l 5 5. _13,10 — 1oLl _q42
¢ Niech A=135-22-102 B=12+5% C=121-14%
wowczas
) 1 5 5\ . 27-20-90 . 83 25
A=(13-2 10)+(4 27 6)_1+ 08 ' T108 108
{25 5751 5751 639 213
4 2057708 25 108 12 4
A-230—1-+463—2-1—3—+&—100;
25 4 4
3 1 3] 16100
=l+2+3+-=4+2+-=4+—="";
Bl g3 tg=dt ot y=at =00
2 12\ 7-6 1 41
C=12- 147_(12 14)+<3 7)_ 2+ = E 24 7= o
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IIl. Rachunek algebraiczny

pg.c=100 (_4l)__ 100
21\ 21 41
Ostatecznie

1 3
A-23OE+46Z 100

B:C T 100
41

—-41L

Przykiad 4. Oblicz:

(04, —2 L)), _33. 1.
(2,8.(25 (8,75 22)>> 7,25 34.<(1,2+52O) 3,75).

Rozwigzanie:

(04 —2 1)1 _33. L. =
(2,8.(25 (8,75 22>)> 7,25 34.<<1,2+52O> 3,75)

33
2,8 . 4 _ 725 1
1 T 8,75-2,5
X (8,75 -2 5

725 1 725 1410020 _ 4 4 _,

7625 5 625 15 625 125 25 25
20 20

'S

- 4 1

|

Przykiad 5°. Wiadomo, ze a
. . a+

Rozwigzanie:

a_ . b _a+b . b a

+b a+b a+b

Poniewaz

Prayklad 6'. Oblicz —2
. . a+b
Rozwiazanie:

a+b:1 ) b a _1 b
b 4

C e .oa+t
, jesli wiesz, ze b4

Skoro

3a
Wobec t =3 =3
obectego a+b a+b

Przykiad 7. Rozwiaz roOwnania:

a) 2+ 18? =0, by X220 1604 c)l[l(i<l<l(x+2)+2>+2>+2)+2

= =1
x—11 26,88 1,344’

Rozwigzanie:

180
X—

a) 2+ 7= 22, (odejmujemy od obu stron 2)

180
x—11

=20, (dzielimy obie strony przez 20)
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1. Cwiczenia w dziataniach na utamkach

b)

p _91 1= 1, (mnozymy obie strony przez x— 11)

9=x-11,

x=20.

X=S M, (przesuwamy przecinek o jedno miejsce w prawo)
26,88 1,344

2x6j858 = 12’%, (mnozymy obie strony przez 26,88)
x—5=160,4-2,

x—5=320,8,

x=325,8.

Odwracajac dziatania i opuszczajgc nawiasy, otrzymujemy kolejno roOwnania:
] P ] y y ]

Lf1f1f1 3

E(;(g(g()ﬁ*‘ 2) + 2)+ 2) +2> +2= 3,

1f1[1/1 _

3 g 5(—3‘()64—2)4—2)-}-2)4—2)— 1,

|
(%(x+2)+2)+2)+2=3,
(

% X+2)+2=3
1 _
§(X+2) 1,
x+2=3

x=1

Przykiad 8. Na przyjecie urodzinowe Piotra przybylo 5 jego przyjaciol. Pierwszemu

. . a1 . 1 .
z nich mama Piotra ukroita < calego tortu, drugiemu § reszty, trzeciemu i tego, co zo-

stalo, czwartemu % pozostatego kawatka. Reszte tortu podzielifa rowno pomiedzy Piotra

i pigtego z przyjaciol. Ktory z obecnych na przyjeciu chtopcdw otrzymal najwigkszy kawa-
tek?
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ll. Rachunek algebraiczny

Rozwigzanie:
Kazdy z chiopcéw otrzymat é caltego tortu, poniewaz

LNy 1 s 1)y 1. 4_1 1.
5 6/ 5 6 6 4\6 6/ 4 6 6 3

Przykiad 9°. Suma dwoch utamkéw wynosi %. Ich liczniki maja si¢ do siebie jak 2:3,
a mianowniki — jak 3:4. Znajdz te ulamki.

| w

1
raz —-
© 2

1
6

Rozwigzanie:

Jezeli & i £ oznaczaja poszukiwane utamki, to z tresci zadania wiemy, ze & = 2 i b_3
b'd Jap ’ PECTI Ty
ab 8 8 ¢ a ¢ 17 . 8 ¢ ¢ 17

Stad —:—=— i —=—— Ale —+—==— — =t ==

W T T 60 9 d T d e
8 c 17 c a 17 3 2
li{=+1)==— skad —=—- Zatem —=————-=—

CZy1<9 )d 60’ d 207y T80 20 15

. 2 .3
k famkito: — 1 —.
Szukane utamki to 1 1 20

Przykiad 10°. Oblicz wartosci wyrazen:

254399 — 145 I 2000 1999 1 1 1

a) 254 +399 253 )4 5556 2 2001 T 12000 2 3001 T 21000 ! 2001

Rozwiazanie:

a) Oznaczmy dla wygody w rachunkach: a =254, b= 145. Wowczas
254:399-145  a-(a+b)-b  a’+ab-b  _ a’+ab-b  _
254+399:253 a+(a+b)(a-1) a+(a+b)a—(a+b) a+a’+ab-a—-b
:az+ab—b:1
a’*+ab-b

=L oL we
b) Oznaczmy: a= 3500° b= Soop- Wowcezas
1 2000 1999 1 1 1

+2

2000 <2001 2000~ 2001 000 !

2001
=(4+a)(3-b)+(2-a)(5+b)+(2+2a)(1+b)=
=12-4b+3a—ab+10+2b-5a—ab+ 2+ 2b+ 2a+ 2ab=24.

Przyklad 11. Wyznacz réznice ga - % b, wiedzac, ze 1% a-— % b= —;—.
Rozwigzanie:

. .5 5, 3 . 5 3. _p312_9
Poniewaz 54 12b—8, wIgC 12(61 b>—8> skad a b_g 510
4 4, 4 4.2 _18
Wobec tego —a—=b== (a b)—7 TR
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1. Cwiczenia w dziataniach na utamkach

. . 232323 232323

;E)Zx;a;;ize.. Por6éwnaj utamki: 99° 9999° 999999"

azamie: . 2323 23-101 _ 23 232323 2310101 _ 23
Utamki te sa réwne, gdyz =

9999  99-101 99 1 999999 ~ 99-10101 99

. . —
Pytania i zadania \’:;3‘&
=
1. Poroéwnaj ulamki'
3.4 6 13 .13 2.4 6 . 24 3. 14
i b .1 T 9ming dD3ie o eFizg Dol

2. Oblicz:
5 .23 2 _,l T _335. 244
a)12+3% b)4s-335 05733 d)25:4

e)(—2%>:(—3%>; f)<—3%>'<—2%>.
3. Oblicz:
a) 0,23+ 1,64; b)2,73+4,69; c¢)4,72-2,34; d)5,21-3,89 ¢)0,37-3,2
f)(=2.1)- (1,1); g) (—0,19) : (2,4); h)1,125:2,5; 1) (—2,35) : (0,5); j) (~ 1,3) 0,1
4. Oblicz:

ol (11,81+819)-0,02 | (109-029) 1

1
4
c :
PN 9 ’ 13\ 8’
— 18,9-16—>] <
>0 11,25 ( 20) 9

d)(0,8<7+0,64)~<1,25 1= é 1,25) +31,64.

5. Oblicz

67

(2,4 + 1%) 4375 (2,75 - 1%) 21
- 200"

83 0,45

2_1
306 20

6. Oblicz iloczyn

o330l ) )

7. Oblicz sume
1 11 2 1 3.1 4 1
(1+E)+(5+§>+<'§+Z)+<Z+‘§>+<g+—6- +
8. Oblicz
7 7 7 7
20003200155 = 1999 5 2002 3.
9". Rozwigz réwnania:

T
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lll. Rachunek algebraiczny

2. _ 1035 _T_0n
b)zg.(((mz 0,02x) 37).6+2,8) =02

¢)((7+0.,004x):0,9):24,7-12,3=1717,7.

10".Mama chce rozla¢ 13 kg miodu do stoikow, w ktorych miesci sie po l% kgi 2% kg.
Ile stoikow kazdej wielkoSci musi przygotowac?

2. Obliczenia procentowe

Niemal kazdego dnia stykamy si¢ z pojeciem procentu. Stuchajac radia, ogladajac te-
lewizje, czy tez czytajac prase, poznajemy procentowe dane dotyczace inflacji, poziomu
zatrudnienia, ruchu cen itp. Nie sposob wiec obejs¢ si¢ na co dzien bez znajomosci obli-
czen procentowych.

Pojecie procentu znasz juz z pewnoscia ze szkoly podstawowe;.

.
\!
|

. Q\J eden procent (piszemy 1%) danej liczby to setna czes¢ tej liczby.

Na przyktad:
1% liczby 100 wynosi ﬁ -100 =1

5% liczby 40 wynosi == - 40 = 2;

15 % liczby 300 wynosi 1= 300 = 45.

Whiosek 1. p% liczby a to L.,

100

Whiosek 2. Liczba, ktorej p% wynosi b, réwna jest b 100.

Zadania zwigzane z obliczeniami procentowymi mozna podzieli¢ na trzy grupy.

Obliczanie procentu danej liczby
Przykitad 1. W Kklasie liczacej 32 uczniéw chlopcey stanowig 75%. Ilu chlopcéw uczesz-
cza do tej klasy?
Rozwigzanie:

Nalezy obliczy¢ 75% liczby 32. Mamy: 170—50 32 = % 32 =38 =24.Do tej klasy uczesz-
cza wiec 24 chtopcow.

Przykiad 2. Cena 1 akcji pewnej spotki gietdowej wynosi 110 zt. W czasie sesji kurs jej
wzrost 0 4,5%. Ile wyniosta cena 1 akcji tej spotki na koniec sesji?
Rozwigzanie:
Obliczamy najpierw 4,5% liczby 110. Otrzymujemy:
4,5 110 = 45-11 _450+45 _ 495
100 100 100 100
Wobec tego 110 + 4,95 =114,95.
Zatem cena 1 akcji tej spoiki na koniec sesji wyniosta 114,95 z1.

=4,95.
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2. Obliczenia procentowe

Przyktad 3. ZtozyliSmy do banku na lokatg terminowg 1500 zt. Stopa procentowa wyno-
si w tym banku 11% w stosunku rocznym. Jaka kwote bedziemy mie¢ na tej lokacie po

uplywie dwoch lat?
Rozwigzanie:
Po uplywie roku nasza kwota wzrosnie o Tl()l_O -1500=11-15=1652,
a po drugim roku o
11 11-1665 (10+1)-1665 16650+ 1665 18315
1665 = = = = = 15zt.
100 %%~ 0o 100 100 oo BM1o7

Zatem po dwoch latach bedziemy mie¢ na tej lokacie 1665 zt + 183,15 zt = 1848,15 z1.

Obliczanie wielkosci, kiedy jej procent jest dany

Przykitad 1. 20% pewnej liczby wynosi 150. Jaka to liczba?
Rozwigzanie:
Skoro 20% szukanej liczby stanowi 150, to 1% tej liczby wynosi 7,5 = 1—2509. Zatem 100%

szukanej liczby to 7,5 - 100 = 750. Liczba, o ktérg chodzi w zadaniu, to 750.

Przyklad 2. Pierwszy etap wycieczki rowerowej miaf dtugosc 48 km, co stanowi 12% dtu-
gosci calej trasy. Ile kilometrow liczy cata trasa tej wycieczki?
Rozwigzanie:

Jezeli 12% catej trasy wycieczki stanowi 48 km, to 1% tej trasy wynosi 4 km. Zatem ca-
ta trasa wycieczki liczy 100 -4 km= 400 km.

Obliczanie, jakim procentem danej liczby jest inna dana liczha

Przyklad 1. 8 uczniow z naszej 32-osobowej klasy wzieto udzial w olimpiadzie matema-
tycznej. Jaki procent uczniéw tej klasy wzial udziat w tej olimpiadzie?
Rozwiazanie:

Mamy obliczy¢, jakim procentem liczby 32 jest liczba 8.

3% -100% = 25% . Liczba 8 stanowi 25% liczby 32.

Przyklad 2. Na poczatku sezonu za 1 kg truskawek trzeba byto zapfacic¢ 10 zt. W Srod-
ku sezonu 1 kg truskawek kosztowal juz tylko 2 z1. Jaki byl procentowy spadek ceny 1 kg
truskawek?
Rozwigzanie:

Z tresci zadania wynika, ze truskawki stanialy o 8 zt, co stanowi 80% ceny 1 kg truska-
wek na poczatku sezonu.

8 —
o 100% = 80%.

Przykiad 3. O ile procent zwigkszy sie pole kwadratu, jesli jego bok zwigkszymy o 10%?
Rozwigzanie:

Zatézmy, ze mamy kwadrat o boku a. Jego pole wynosi, oczywiscie, a’.

Skoro bok tego kwadratu wydtuzamy o 10%, to otrzymamy kwadrat o boku
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IIl. Rachunek algebraiczny

2

a+t 1‘; a Pole tego kwadratu wyniesie ( 11 (1) ) 1(2)(1) a“, a wiec zwigkszy si¢ o 12010 swej
wartoSci poczatkowej, czyli 0 21%.
.
\5 [J eden promil (piszemy 1%o) danej liczby to tysieczna czgs¢ tej liczby. J
Na przyktad
3%o liczby 240 wynosi T&E 240=0,72.
1% = 10%eo.

Liczbe tysigcznych czeéci danego metalu w stopie nazywamy probg stopu ze wzgledu
na ten metal. Na przyklad w stopie ztota proby 0,875 czyste zioto stanowi 875 %o masy
czystego stopu.

Przyktad 4. Stopiono 1200 g srebra préby 0,750 i 800 g srebra proby 0,875. Jakiej proby
jest otrzymany stop?
Rozwigzanie:
1200- 0,75+ 800 - 0,875 = 1600g. Catkowita zawartos¢ srebra w stopie wynosi 1600 g.
1200 + 800 = 2000g. Catkowita masa stopu wynosi wigc 2000 g.

Wobec tego
1600
2000 - 08

Zatem proba stopu wynosi: 0,8.

;;\& Pytania i zadania

Co to jest 1 procent, 1 promil?
Co to znaczy zloto pr()by 0, 940"

Obhcz 40% liczby 123 | 19 =

= pewne] liczby stanow1 75% hczby 24. Jaka to liczba?

ObllCZ jaki procent liczby uczniéw Twojej klasy stanowig dziewczeta.

O ile procent zwigkszy si¢ pole kota, gdy jego promien zwigkszymy o 40%?

Cena akcji pewnej sp6iki na gietdzie wzrosta podczas pierwszego notowania o 10%,

a podczas drugiego o 15%. O ile procent cena tej akcji po dwdch notowaniach jest

wyzsza od ceny debiutu?

8. Ceng towaru obnizono najpierw o 20%, a nastgpnie nowa cen¢ podwyzszono o 20%.
Czy koficowa cena jest réwna poczatkowej?

9. Zmieszano 2 kg stopu o zawarto$ci 25% miedzi i 3 kg stopu o zawartosci 40% miedzi.
Ile procent miedzi zawiera otrzymany stop?

10. Na zakup samochodu wzigtem z banku kredyt w wysokosci 40 000 z1, z oprocentowa-
niem rocznym 15%. Ile bed¢ winien bankowi po czterech latach?

11. Dtugos¢ prostokata zwigkszono o p%, a jego szeroko$¢ zmniejszono o p%, wskutek

czego powstal prostokat o polu o 16% mniejszym od pola pierwotnego prostokata.

Oblicz p.

NNk W e
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3. Potegowanie i pierwiastkowanie liczb

3. Potegowanie i pierwiastkowanie liczb

Potegowanie
Dla dowolne;j liczby a
a‘*=a-a, a’=a-a-a.
Na przykiad: ,
2222224, (-5=(-5)-(-5)=25, ale -5°=—5-5=-25; (—
4°=4-4-4=64
Niech n oznacza liczbe naturalng.

p
Potege o podstawie a i wykladniku n oznaczamy symbolem a” i okreslamy nastepujaco:
a=a,

a"=a-a-...-a, gdyn> 1

n czynnikow

Na przyklad:
24=2.2.2-2=16; (=1)=(=1)-(-1)-(-1)=—1;
5 1 1 11 1
=3) =(=3)(=3)(=3)(=3)(=3)==243;, |=|=="= = ==
323 (=23 (3)=5 557
4 4
2V 2222 2' 16 2'_ 16 (1y_1 o 1*_ 1
333333481’33’ 2 '
W powyzszej definicji a jest dowolnag liczbg i nazywa si¢ ja podstawa potegi, a liczbe n
- wykladnikiem tej potegi.
Zachodzi nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie (o dziataniach na potegach)
Dla dowolnych liczb a i b oraz dowolnych liczb naturalnych m i n:

m+n

1. a’ a'=a

2. a":a"=a""", (a#0im>n);

3. (a-b)'=a"b"
L

4 (—l;)_bn’ b7£0)

5. (a’”

(JDowdd tego twierdzenia opiera si¢ bezpo$rednio na definicji potegi. Istotnie:

1. a"a"=a-a..-aaa..-.a=a-a-...-.a=a™""
« J - “ B

m n m+n
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Ill. Rachunek algebraiczny

m m-n+n m-n n
a .

s = ——=a""", poniewaz m—n> 0,

3. (a-b)nz(wb)-(a-b)-...~(a-b)=(a-a-...~a)-(b-b-...~b)=a”'b”;

J

n ’_5[%
4 (4)-aa a_aa..a_a'
b/ b b b bb b p”
5 (am)n=a’"~a”".--'a'":(a'a‘ a)-(aa .. a).. (aa.. a)=

Przykiady:
1. a5:<(a6:a3>~a>:asz(a3-a>:a5:a4=a;

3

2. <—a2b2c>3:~ (a2)3<b2> c’=—a’b®c?

4 4 4
2:2y) (207y)  24(x7) yt 1eatyt
3. — = = = .
3z (32)4 34z 81z*
Zauwazmy, ze potega liczby dodatniej jest liczba dodatnia. Potega liczby ujemnej jest:
- dodatnia, gdy wyktadnik jest parzysty,
- ujemna, gdy wykladnik jest nieparzysty.
ZwroCmy tez uwage, ze wzoru na dzielenie pot¢g nie mogliSmy stosowac, gdy m=n
3
3_ 0

lub m < n, gdyz na przyktad w dzieleniu %; otrzymaliby$my z tego wzoru wynik a® ~*=a’,
3

..a - - L L
aw dzieleniu — = a’~*=a"', ate wyrazenia nie mialy dotychczas sensu. Z drugiej jed-
a 4 3

. . ca 1 . o .

nak strony wiemy, ze — =1, za$§ — = —. To skfania nas do przyjecia umowy, ze gdy a # 0,
a a a

TR |

toa’=1, za§ a”*=—.
a

Dla dowolnej, rdznej od zera, liczby a i dowolnej liczby naturalnej n

a’=1, an=

n'

Definicja ta pozwala rozszerzy¢ pojecie potegi o wyktadniki catkowite, przy tym nie
tracimy zadnej z wlasnosci dzialan na potggach o wyktadnikach naturalnych. Na przyktad

1 1 1 - S
i — —a <m+n)___a m-n
moah m__n m+n

a -a a

g L

a a =
a
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~ 3. Potegowanie i pierwiastkowanie liczb

Przyklady:

1 (-2)=1, ale =2°=—1;

2 (a2be) = (@) (b7) () =athict
30 247 20 9 203 2 1,

Pytania i zadania "i;;\
1. Oblicz:
a2y o o[ opy ofy)
2. Wykonaj dziatania: \ )
a)(2): b)(-3pg); o <%x2y>; d) [— 2';fzy]; e) [— Sabe ]
3. Przedstaw w najprostszej postaci:
a)a5:<<a6:a3)-a>; b){[x3-<x5:x4>]~[x6:<x2-x)]}:x5;
c) xz‘<x2>3 : (x3>4:(x2>3 (xz~)c3>2:(x5:x2>3 : <x4-x2> :(x3-x2>
o)|(a ) s(a )]s fa*0)'s (a0 |

4. Przedstaw w najprostszej postaci:

;0 d)

-1 -2

a)a b cia b7 b)(a’zbzc"3> :(abc’l) .
5. Przedstaw w postaci utamkow zwyktych:
277 472

3290

L5\
2 (2)
-1

c)1+<l+(1+1“)_1)

6. Oblicz:

a)(47:57")

b

-1

: d)2+[1 +(2(1 +2*‘)_1)_1] .

a) (4" 4%):(4% 4% b)(—i—‘))S‘(—S—l)S-(—%)S; c)53~153-253-(é—5—>3.

7". Co jest wigksze:
a) 2% czy 377, b)4'%czy32°?; ) 9% czy 277,

d) 45"°-5%¢czy75%°7;  €)18"czy63'°?; )22 czy 5577
8". Uporzadkuj rosngco liczby: 2+°;3%%;4%7; 5",

9. Przedstaw w postaci potegi:
2 10

a)2%-47-8%-16; b)32-9°-27* 81% c)56-(%)-1253~(%>.
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lll. Rachunek algebraiczny

Pierwiastkowanie

Niech n oznacza ustalong liczbe naturalna.

O

Pierwiastkiem stopnia n-tego z liczby nieujemnej a nazywamy taka liczb¢ nieujemna b,
ktorej n-ta potega rowna jest a.

1
Pierwiastek stopnia n-tego z liczby @ oznaczamy symbolem /a lub a». Na przyktad
Ja=2; /27=3 /5=5 }/0,0016=0,2.

Zatem

a>0:[%zbc»(b>0/\b":a)].

Pierwiastek stopnia drugiego nazywamy tez pierwiastkiem kwadratowym i zamiast Ya
piszemy ,/a. Pierwiastek stopnia trzeciego nazywamy pierwiastkiem sze$ciennym.

Warunek b >0 w podanej definicji zapewnia jednoznacznoS¢ pierwiastka, to znaczy
jest /4 = 2, nie za§ /4 =+ 2. Tak okreslony pierwiastek nazywa si¢ pierwiastkiem arytme-
tycznym.

Zapamigtajmy, ze:

1. Jesli a=0,to Va > 0;

2. Va"= ("/E)n:a.

Z definicji pierwiastka wynika nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie (o dziataniach na pierwiastkach)
1. Ya-b="/a /b, gdy a>01i b>0

2 ﬁ:n—% gdy a>0i b>0;
3. ®"a=""/a, gdy a>0;
4, m/c72<m/5>,gdy az>0.

\ J

(JUDowdd. Wykazemy, ze prawa strona rownosci 1. jest pierwiastkiem stopnia n-tego z ilo-
czynua-b.
Mamy

(Va-'/b) =("a)-(V/b) =a-b,

ponadto Va >0 i Vb =0, wiec Va-Vb > 0.

Zatem rzeczywiscie Va b ="/a-"/b.0O)
Podobnie dowodzimy pozostatych réwnosci (sprobuj uczynié to samodzielnie!).
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3. Potegowanie i pierwiastkowanie liczb

Uwaga. Rowno$¢ 2. mozna otrzymac jako wniosek z rownosci 1., mianowicie

%:’1\/—%-—19:':/%—~%, skad %/fgz’:/%.
Przyklady:
1. /324=/81-4=/81-/4=9-2=18;
361 _ /361 _/19° 19,

2. = = ===
196 /196 /14* 14
3. V64 =564="5/2°=2.

Pierwiastek nieparzystego stopnia z liczby ujemnej. Jezeli n jest liczbg naturalng nie-
parzysta, za$ a jest liczba ujemna, to przyjmujemy

Na przyktad:
/-8=-/8=-2; /-243=-/243=-3

Pierwiastka parzystego stopnia z liczby ujemnej nie okreslamy.

Pytania i zadania @

1. Podaj definicj¢ pierwiastka arytmetycznego.
2. Podaj twierdzenie o dziataniach na pierwiastkach.
3. Oblicz pierwiastki:

/225, /1,69, V125, /0,001 /5591—; /1—%; 3/1%; 3/219- 3/4-1—7.

27’ 27
4. Oblicz:

i
64-100; V8 125 J/3-4-12; /3-9°8 /%:V/%; 3/%:3/%.
5. Wylacz czynnik przed znak pierwiastka:

J128: J175: J/250: /72: 3/96; /343

6. Przedstaw w najprostszej postaci:

a)3,/20 +5,/45 -2 ./80;
b)/;+%./36a3—2—3a/%, (a>0);

©)(0.5/24 -3/40) - (/150 + /54 ~ /1000)
7. Oblicz:

1-2-4+2-4-8+4-8-16 3/572 4/73 3
3 ; 2°-/2:/27- V2.
a)\/l-3~9+2-6~18+3~9~27’ b)/ /2 / /2
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Ill. Rachunek algebraiczny

4. Wzory skroconego mnozenia

Przypomnijmy sobie wzory poznane w gimnazjum.

Kwadrat sumy dwoch wyrazen

;(a+b)2=a2+ 2ab+ b? ;

Aby otrzymac ten wzor, wystarczy wykonaé mnozenie (a + b)(a + b). Otrzymujemy:
(a+b) =(a+b)(a+b)=(a+b)a+(a+b)b=a+ba+ab+b>=

=a’+ab+ab+b’=a’+2ab+b".

Kwadrat sumy dwoch wyrazen rowna si¢ kwadratowi pierwszego wyrazenia plus po-

dwojony iloczyn pierwszego wyrazenia przez drugie, plus kwadrat drugiego wyrazenia.
2

Mozna oczywiScie napisac tez, ze (a+b) =a’+ b’ + 2ab.

Zobaczmy teraz, jak bedzie wygladal wzor na kwadrat sumy trzech wyrazen. Korzysta-
jac ze wzoru na kwadrat sumy dwoch wyrazen, otrzymamy:

2
(a+b+cf:«a+b)+c)=(a+bf+2(a+b)o+ﬁ:
=a’+ 2ab+b*+ 2ac+ 2bc+c*=a*+b*+ c*+ 2ab+ 2ac+ 2bc.

Mamy wiec kolejny wzor:

( 2 p2, 2 ;
a+b+c)=a’+b’+c’+2ab+ 2ac+2bc |

ktory czytamy: kwadrat sumy trzech wyrazen rowny jest sumie kwadratow tych wyrazen
1 wszystkich podwojonych ich iloczynow.

Sprébuj podobnie otrzymaé wzory na:
2

(a+b+c+d)

(a+b+c+d+ef

Wzo6r na kwadrat sumy dwoch wyrazen ilustruje rycina 3.1:

ab b? b
a? ab a
2
(a+b) =a*+b*+ab+ab=
a b
=a’+ 2ab+b*
Ryc. 3.1.

50



4. Wzory skroconego mnozenia

Kwadrat réznicy dwoch wyrazen

f(a—b)zzaz—2ab+b2

Wzor ten mozemy wyprowadzi¢ podobnie jak poprzedni, to znaczy wykonujac mnoze-
nie (a —b)(a—b) (przekonaj si¢ o tym samodzielnie!), albo otrzymaé go jako wniosek
z poprzedniego wzoru, bowiem

(a=b)'=(a+(~b)] =a*+2a(~b) + (~b) = a*~ 2ab+ b

Zatem:
Kwadrat roznicy dwoch wyrazen rowna si¢ kwadratowi pierwszego wyrazenia minus
podwojony iloczyn pierwszego wyrazenia przez drugie, plus kwadrat drugiego wyrazenia.

Roznica kwadratow

;a2~b2=(a—b)(a+b)

Rzeczywiscie, a’~b*=a’~ab+ab-b’=a(a—b)+b(a-b)=(a-b)(a+Db).

Zatem:
Roznica kwadratow dwoch wyrazen rowna jest iloczynowi réznicy tych wyrazen przez
ich sume.

Przykiady:
L (a+ 2b)2: a’+2-a 2b+ (2b)2= a’+ 4ab+ 4b*

2 2
1 2 1 1 1.2
. (3x—§y> =(3x) —2~3x-§y+<§y) =9’ = 20+ 5 %

[\

2

3. 4a’=9b>=(2a) - (3b) = (2a - 3b)(2a+ 3b).
Oto przyktady, w ktorych poznane wzory upraszczaja rachunki:
4. 98-102=(100-2)(100+2)=100"-27= 10000 — 4 = 9996;
5.99,82-0,2°=(99.8 - 0,2)(99,8 + 0,2) = 99,6 - 100 = 9960;
6. 29°=(30 - 1)2: 30°-2-30+1=900-60+1=841
7. 103%= (100 + 3)2: 100*+2-100-3+3°=10000+ 600 + 9 = 10 609;

2
8. 73%+2-73-17+17*= (73 +17) = 90*=8100.
Przejdzmy teraz do kolejnych wzordéw uproszczonego mnozenia, ktore warto znac.
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Szescian sumy dwdch wyrazen

1(a+b)3:a3+ 3a’b+ 3ab*+b’? 1

Aby wyprowadzié ten wzor, wystarczy wykona¢ mnozenie (a +b) - (a + b)z. Otrzymujemy:
(a+ b)B: (a+b)(a+ b)2= (a+Db) (a2+ 2ab+ bz) =a (a2+ 2ab+ b2) +b <a2,+ 2ab+ b2> =
=a’+ 2a>b+ab*+ba*+ 2ab*+ b*=a*+ 3a’ b+ 3ab* + b’
1 czytamy:
Sze$cian sumy dwdch wyrazefi rowny jest szeScianowi pierwszego wyrazenia plus po-
trojony iloczyn kwadratu pierwszego wyrazenia przez drugie, plus potrojony iloczyn
pierwszego wyrazenia przez kwadrat drugiego, plus szescian drugiego wyrazenia.

Przykiad
(204 3y) = (20) +3- (2¢) - (3y) + 3 (20) - (3y) + (3y) = &+ 368> y+ 5402+ 2Ty",

Szescian roznicy dwdoch wyrazen

](a—b)3:a3— 3a2b+3ab2—b3:

Istotnie, na mocy poprzedniego wzoru
(a=b) = (a+(=b)) =a’+3a>(=b) +3a-(~b) +(~b) =a’~ 3a>b-+ 3ab?~ b’
(Przeczytaj wyrazenie wystgpujace we wzorze na szescian roznicy a — b).
Przykiad
(x=2p) =x*=3-x2 2+ 3 x-(2) — () =x’— 67 y+ 1207~ 8"

Roznica szesciandw, czwartych poteg, piatych poteg, ..., n-tych poteg dwéch wyrazen
(n jest dowolng liczba naturalng > 1)

Teraz wykazemy nastepujace tozsamosci:

ta3—b3=(a—b)<a2+ab+b2) l

%a4—b4=(a—b)(a3+a2b+ab2+b3) ]

%as—b“’:(a—b)(a4+a3b+a22)2+ab3+b4) ]

i ogodlnie, dla dowolnej liczby naturalnej n

a"—b”Z(a—b)<a"_1+a”"2b+a""3b2+ +ab""2+b”‘1> ]

Mamy bowiem:
a*~b*=a*~a’b+a*b—ab*+ab’-b’=a’(a—b)+ab(a—b)+b*(a-b)=
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=(a—b)(a’+ab+b?)
a‘-b*=a'-a*b+a’b-a*b*+a*b’—ab’+ab’ - b'=
=a’(a—b)+a’b(a—b)+ab’(a=b)+b*(a—b)=(a-b)(a*+a’b+ab’+b*),
@ -b'=a’—a*b+a‘b-a’b*+a’ b~ a b +a’bi— ab*+ab'— b=
=a*(a-b)+a’b(a-b)+a’b*(a—b)+ab’(a—b)+b*(a-b)=

=(a- b)<a4+a3b+a2b2+ab3+b4)
i 0golnie

a"—b"=a"-a""'b+a"" 'b—a""?b>+a" " *b - ... +a*b" *—ab" '+ab" '-b"=
=a""'(a=b)+a" *b(a=b)+a" ’b*(a=b)+...+ab" " *(a=b)+b""'(a—-b)=
=(a=b)(a" '+a" *b+a" b+ .. +ab" ’+b"" ).

Suma szescianow, piatych poteg, ..., n-tych poteg dwéch wyrazen
(n jest liczbg nieparzysta)

Wzory te otrzymujemy podobnie jak wzor na r6znice kwadratow. Spojrz:
a’+b*=a’+a’b-a’b-ab’+ab’+b’=a’(a+b)—ab(a+b)+b’(a+b)=
=(a+b)(a’-ab+b?),
a+b’=a’+a‘'b-a*b-a’b*+a’b*+a’b’-a*b’—ab*+ab*+b’=
=a*(a+b)-a’b(a+b)+a’b’(a+b)—ab’(a+b)+b*(a+b)=

=(a+b)(a4—a3b+a2b2—ab3+b4>.

Mamy wiec wzory:

@’ +b*=(a+b)(a’~ab+b’)

la5+b5=(a+b)(a4—a3b+a2b2—ab3+b4)I

a'+b7=(a+b)(a°~a’b+a'b>~a* b +a’ b~ ab’+b°) |

i ogdlnie dla dowolnej liczby nieparzystej n

a"+b"=(a+b)(a" '=a" Pb+a" b~ .. +a’b" —ab" *+b""")
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Przyktady:

Lox*+8=x"+2=(x+2)(x" = 2x+4);
2. 27a*~1=(3a) - I'=(3a~1)(9a>+3a + 1),
3. 2%+ 1=(2+1)(2' -2+ 27~ 2+ 1);

4.37-27=(3-2)(3°+3%2+3%2°+3% 2°+3% 2443 . 2°+2°%),

Pytania i zadania
1. Oblicz w pamigci:

a)13% b)21% c)41% d)52% €)103°
2. Oblicz w pamigci:

a)17% b)27% ¢)89% d)97% €)999°.
3. Oblicz w pamigci:

a)l7-23; b)28-32; ¢)53-47, d)62-58; e)78 82
4. Oblicz, nie podnoszac do kwadratu:

a)25*—24% b)10,5°-0,5% c¢)327°-322% d)998>-2°
5. Oblicz:
407—17%

2°-1 3°-1 4°-1 5°-1 6°—1
44% - 257 '

22 3 42 57 6

6. Sprawdz, ze 7778 - 2223%= 55555 555.

7". Wyznacz warto$¢ sumy:

2°—1  32-2° 4°-37 20037 —2002°
+ + tot

2+1 342 4+3 2003 +2002

a) b)

a)

2°—1 33-27 432 2003°-2002°
b) — +— S+ — St > -
2°42+1 3°+6+2° 4°+12+3 2003+ 2003 -2002 + 2002

8. Oblicz:

a)(2x+ 3y)2; b) (x- Zy)z; ¢)(=3a~- 2b)2; d)(-2a+ 3b)2; e)(2a+ b)3;

3
I

f) (Sx— gy) ;g (x+ 3y)<x2— 3xy+ 9y2); h) (2x—y)<4x2+ 2xy+y2).

9. Sprowadz do najprostszej postaci wyrazenia:

2. 2
5 ;

a)(x+3y)(x=2y)+(x+y); b)(x—4y)(x+3y)—(x-3y)
c¢)(5a—1)(5a+1)—(5a+ 1)2— (5a - 1)2+ 25a”.
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5. Cwiczenia w dziataniach na potegach i pierwiastkach

5. Cwiczenia w dziataniach na potegach i pierwiastkach

Podrozdziat ten poswiecimy bardziej ztozonym przykiadom dziatan na potegach i pier-
wiastkach.
. 9°+81%.9°
Przyktad 1. Oblicz————F——.
Y 319-9%+27°
Rozwigzanie:

Potegi wystepujace w tym wyrazeniu zamieniamy na potegi o wspdlnej podstawie (kto-
ra tutaj jest 3). Otrzymujemy

26 42 23
9081290 _(3)+(3)-(37) _ 32y3a0
30-9%4+27° 310_(3z>9+(33>" 3103184 318

12, 414 3121432 10 72
-3 ;03 - <310 )3 ;0 10 _3.10=9-10=90,
27— 5.814. 3124+ 4. 9% 3°

Przykiad 2. Oblicz
y 41-3*

Rozwigzanie:
Podobnie jak w poprzednim przykladzie sprowadzamy wystepujace tutaj potegi do po-
teg o jednej podstawie i otrzymujemy:
10 4 8
27058143244 9838 (3') -5(3%) 3%+4(37) 3"
41-3* 41-3*

330_5 .316.312+4. 316.38 B 330_ 5 .328+4.324 . 324<36—5 34+ 4) ~

413 41-3% 41-3%
3305 3eq (3-5)304 4o3ieq 43D 4
11 41 11 a4l '

Przykiad 3. Co jest wigksze 3'—2"" czy 3°0+277?
Rozwigzanie:
Mamy

g e (5 - (27 = (39 27) (574 27) = (3 - () (54 27) -

=<925_ 825> <350+ 275) > 3504 275’

gdyz 9%~ 8%> 1, bowiem 97— 8%7=(9—8)(9%+9%- 8+ .. +9-87+8%)> 1

Przyklad 4". Wykaz, ze liczba /29 + 12/5 — /29— 12./5 jest catkowita.

55



lll. Rachunek algebraiczny

Rozwigzanie:
I sposob:

Przyjmijmy oznaczenie x = / 29+12/5 - / 29-12/51 obliczmy x°. Otrzymujemy

x2=29+12/5-2/29+12/5- /29-12,/5+29-12/5 =

:58—2/(29+ 12/5)(29— 12ﬁ) =58-2 /292—(125)2 =

=58—2/(30—1)2—144-5258—2/900——60+1—-720258—2‘/901—78 =

=58—-2/121=58-2-11=58-22=36.

Stad x*=36, wiec x=6 (bo x> 0).
11 sposob:
Zauwazmy, ze

29+12ﬁ=(2/§+3)2 oraz 29 — 1zﬁ=(2ﬁ—3)2.

I wobec tego

J25+12./5- /29~ 12ﬁ=/(2ﬁ+3)2—/(2ﬁ—3)2:
=2,/5+3-(2/5-3)=3+3=6.
Przykiad 5°. Oblicz (4+/15)(/10 - /6) Ja- /5.

Rozwigzanie:
Mamy

(4 /15)(/10 - /6) /4= /15 = (/10 - /6) (4+ /5 - [a= /15 -
= (/10 /6) - Jax i3 [a+ Ji5 - fa /15
:/10—2/f6/6+6~/4+/1-5-/<4+/ﬁ)(4—/ﬁ):
=/16-2/60- /4+ /15- /4~ 15= [4(4-/15). [a+ /15 =

:2/4—/E-/4+/B=2/(4—/B)(4+/B):2-1:2.

3
Przykiad 6". Oblicz (% + 1) . 3/@.
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Rozwigzanie:
Mamy
o) 2t 22 () s >+sf+1 -1

(v2
=3/(2+33/Z+3%+1)-3f3 /(Tﬁfﬂ) /2=

/<ff><f>/<f>f—f

Przyklad 7*. Przedstaw w najprostszej postaci liczby:

a) (3/@+3ﬁ+1)<7@—1)(3/@—3ﬁ+1); b)? 1—27-3/%+9~<3/%)2+3/’2'6.
Rozwigzanie:

a)(?Z@4—?5-+1><?Z§-1)(?25-—?7—+1>:

vf+%+(( ) REENE

(
(VA VT +1) (V7= 1) (V7 + 1) (Va9 -7 +1) -
(% Qwﬁ+fég<f+9@@—W+Qz

:((*ﬁ) - 13> : ((%)3+ 13> =(7-1)(7+1)=6-8=48.
b) Poniewaz

2 2
1—27-776+9~(3/%> :27—27-7%+9-(3/%> ~26=
3 3 2 3 3 3 3
:33—3-32~/%+3‘3~</%) —(/56) :(3—/%),
wiec
2 3

3/1—27-3/56+9~(3/%) +3/26 =3 (3—3/%) +326=3-326+26=3.
Przykiad 8*. Oblicz:
a) /2001%+ 2001220022+ 2002%

b) /1997 - 1999 - 2001 - 2003 + 16;

c) v/2002+ 20012002 - 2003.
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Rozwigzanie:
a) Wyrazenie pod pierwiastkiem ma postac

(n—- 1)2+(n— 1)2-n2+n2, gdzie n=2002.

Zauwazmy, 7e

(n— 1)2+(n~ 1)2-n2+n2:(n— 1)2‘n2+(n— 1)2+n2=<(n— 1)n>2+n2—2n+ 1+n’=
=((n- 1)n>2+2n2—2n+ 1=((n- 1)n>2+2(n~ Dn+1=((n-1)n+ 1)2.
Wobec tego

/(n— 1)2+(n— 1)2n2+n2:/<(n— )n+ l)zz(n— n+1

Podstawiajac tutaj n = 2002, otrzymujemy ostateczny wynik:
2001-2002+1=2002-(2000+ 1)+ 1=2002-2000+ 2002 + 1 =

=4004 000+ 2003 =4006003.
b) Podobnie jak w poprzednim przykiadzie przyjmijmy, ze n=1997. Wowczas
19971999 -2001-2003 + 16 =n(n+2)(n+4)(n+6)+16 =

:n(n+6)<(n+ 2)(n+4)>+ 16=n(n+6)<n2+6n+8>+16:

=n(n+6)(n(n+6)+8)+ 16=(n(n+6)>2+8n(n+6)+ 16 =
=(n(n+6)+ 4)2: (1997 2003 + 4) .

Stad

/1997 -1999 -2001 - 2003 + 16 = 1997 - 2003 + 4 = (2000 — 3) (2000 + 3) + 4 =

=2000°-9+4=4000000-5=3999995.
c¢) Podstawmy 2002 = a. Wéwczas

2002 +2001-2002-2003=a+(a~1)-a-(a+1)=a+a(a—1)(a+1)=

=ata(a’~1)=a+a’-a=a’=2002’, skad /2002 + 200120022003 = 2002.

%\% Pytania i zadania
1. Oblicz:

5'415'99_4'320'89 1012+511A29_513.28

a ; b ;

)5~29-619~7-229-276 ) 4-5°10°
12.52n+1_8'52n+4'52nvl' d 36'18”"8'2’!—4‘9”—3’”—1'6’”-1

C) 4.52n—2 ’ ) 18n—l :
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6. Przeksztaicanie wyrazen algebraicznych

2. Oblicz:
a),/24-2/80 - /2,/20+21; b)/6+4,/2+ /6-4/2.
3". Wykaz, ze
J8-2/15+/5-2/6+/8+2,/2-2/5-2/10=1
4", Oblicz

22+ - Ja- - 02)

6. Przeksztatcanie wyrazen algebraicznych

Umiemy dziata¢ na potegach i pierwiastkach, poznaliSmy wiele wzorow skroconego
mnozenia. Wykorzystajmy wiec zdobyta wiedze do przeksztalcania wyrazen algebraicznych.

Przykiad 1. Wykonaj dzialania
a’+b’ ~az—bz.<1 1)

b atb
Rozwigzanie:

b al

b a

a’+b? .az—b2'<1 1):a2+b2—ab. (a=b)(a+b)  a—-b

b | aeb b (a+b)<a2—ab+b2>. ab

:az—ab+b2. (a—b)(a+b) ~ab _

b (a+b)(a2—ab+b2) a=b

przy zalozeniu, ze a#b, a#—b, a# 0 1 b# 0. (WykonywaliSmy tutaj dzielenie przez a,
b,a—b ia+b).

Przyklad 2. Oblicz warto$¢ wyrazenia

n+2+,/n —4 n+2-yn
n+2-/n*-4 n+2+v’n -4
Rozwigzanie:

Oznaczajagca=n+2, b=/n’— 4, mamy

gdy n=2002.

_a+b a-b_ (a+b)2+(a—b)2 B <a2+ 2ab+b2>+<a2—2ab+b2) ) 2(a2+b2>

a-b a+b (a—b)(a+b) a’-b? a’— b2

_2((n+2)2+(/m)2>_2<

(n+2)2_(/;r_“4)2 n*+an+d-(n*-4)  4(n+2)

Zatem, gdy n= 2002, dane wyrazenie w=2002.

n2+4n+4+n2—4> 4n(n+2)
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Przykltad 3*. Wiadomo, ze x’+xy+y*=4, x*+x*y?+y*=8. Wyznacz x°+x°y>+y°
Rozwigzanie:
Poniewaz
2
8=x'+x’y*+y'= (x4+ 2x2y2+y4) —x?y*= (x2+y2) - (xy)2=
=(x2+y2—xy>(x2+y2+xy):4(x2—xy+y2),

wiec 4<x2—xy+y2> =8, czyli x’—xy+y*=2.

Z rownosci x2—xy+y*=2 i x*+xy+y>=4 po odjeciu ich stronami otrzymujemy
xy =1, a po dodaniu ich stronami otrzymujemy rownos¢ 2(x2+ y2> =6, czyli rownos$¢
x*+yi=3

22, .2

Stad (x+y) =x’+y*+2xy=3+2-1=5.

2 3 2 3

I wobec tego x®+x°y’+y°= <x3+y3> —(xy) = ((x+y) (xz—xy+y2)) —(xy) =

20 2 2\ 3 2_ 13
=(x+y) (x —xy+y ) —(xy)=5-2-1=5-4-1=19.

Przykiad 4. Upros¢ wyrazenie
Vi -V o a
w:[—— Ya—*/b ‘t/:+1 jesli a>0, b>0, ab.
U T
Rozwiazanie:

Przyjmijmy, ze x= Va, y= Vb.

3-y3 x=y)(x*+xy+y’
Wowczas w=[x2 yz -x-y (£+1): ( y)< YT >—(x+y) XrY
x'=y y (x=y)(x+y) y
:x2+xy+y2—(x+Y)2 S 3
Xty y oy '
Zatem w=—%.

Przyklad 5. Upros¢ wyrazenie

-1 -1

(] (s

-1 -1

1 1 1 1
+ — —_—
(\/a+b ,/a—b) (,/a+b \/a-—b>
Rozwigzanie:

1 1

1 1
+ =x, -
Ja+b Ja-b Ja+b Ja-b

Podstawmy tutaj =y, gdya>b,a>-bib#0.
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Wowczas x+y= 2 x—y= 2
Ja+b’ a-b
2
) o x+y! x_ly’l(x+y) X+y a+b a—b
i oczywiscie w=———=—""— = - —_ .
x =yt =Ty N x-y) Xy 2 a+b
a-b

Przyktad 6°. Udowodnij, ze jezelia +b+c=0,to a’+ b’ + ¢’ = 3abc.
Rozwigzanie:
I sposob:

Skoroa+b+c=0,toc=—(a+b) oraz a+b=-c.

Wowczas

@ +b+ P =a b~ (a+b) = + b~ (a’+3a b+ 3ab’+ b?) =
=-3a’b—3ab’=-3ab(a+b)=-3ab(~c) = 3abc.

II sposob:
a*+bi+c’= <a3+ 3a*b+ 3ab2+b3> -3a’b-3ab’+c’= (’a+b)3+c3— 3ab(a+b)=
:(a+b+c)<(a+b)2—(a+b)c+c2>—3ab(—c)=
=0- ((a+b)2— (a+b)c+ cz> + 3abc = 3abc.

Przyklad 7°. Oblicz warto$é wyrazenia x°+y°+z°—xyz

L ) =1000—— 2=999000——

dlax=999 555 ¥ 1000° 999.000°
Rozwigzanie: | | |
Przyjmujac, ze a =999, b= 1000, otrzymamy: x=a+ 3 y=b+g; z=ab+ A
I wowczas ¢
1y 1\ 1y 1 1 1
vy’ 4zl —xyz=la+—| +|b+—| +|ab+—| —|la+—||b+— +—|=
s L T R e
1 1 1

_ 2 1 2 1 292 212 2 2 1 —
=a +2+;+b +2+Ez+a b +2+a2b2—a b*-1-1-a"-b T T e

Przyklad 8. Udowodnij, ze jezeli

2 az+(a—c)2 a-c
b#cia’+b’=(a+b-c), to Ty

b*+(b-c)

Rozwigzanie:
. . 2 .
Poniewaz a’+b*=(a+b~c), wigc
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azz(a+b—c)2—b2:(a+b—c—b)(a+b—c+b)=(a—c)(a+2b—c) oraz

b*=(a+b-c) —a’=(a+b-c-a)(a+b-c+a)=(b—c)(2a+b—c)
I wowczas

2

(a-c)(a+2b-c)+(a-c) (a-c)(a+2b-ct+a~-c)

(

(b—c)(2a+b—c)+(b~c)2 (b=c)(2a+b-c+b-c)
)
)

(a=c)(2a+2b-2c
(b-c)(2a+2b-2c

~ :2(a—c)(a+b—c)_ -
2

(b—c)(a+b-c) b-

gdyz a +b - c# 0 (na mocy podanych w zadaniu zatozen).

Pytania i zadania

1. Upros&¢ wyrazenia:

1
()c+y)2

a-c  a-=c’ <1+ c _1+c>_6(1+6)—a
a’+ac+c® a*b-bc? a-c c |’ be :

1,1,
N

b)

2. UproS$¢ wyrazenie

[ass /TE)<f/B /Tb)

Ja+b  Ja+/b Ja+b  Ja-/b
3. Wykaz, ze
(a=b) +(b=c) +(c—a) =3(a-b)(b-c)(c—a)
4. Wykaz, ze jezeli b=a— 1, to
(a+b)(a+b7)(a*+b%) (a*+ 5 (@' +b") (a2 +52) = a% = b

5". Przedstaw w najprostszej postaci wyrazenia:
_o3) | x(2-x°
a)(l 2x ) . (2-x)

3

+x%

1+x° [ +x°

2
¥ (x=1) X =(x'-1)  x(x-1)-1
b) Tt —+ —~.

(x2+1> —x* x(x+1) -1 x'—=(x+1)

6". Zapisz najprostszg posta¢ sumy

J3-/2+/5-2/6+/1-2/12+ /9-2/20+...+ /21 - 2 /110.
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7. Zasada indukcji matematycznej

Bardzo wiele twierdzen w matematyce orzeka co$ o liczbach naturalnych. Najczesciej
jest to jakas rowno$¢, nieréwnos¢, podzielnos¢ badz tez pewien wzor. Oto przyktady ta-
kich twierdzen:

1. Dla kazdej liczby naturalnej n
nin+1
1+2+3+,..+(n—1>+n=(—2——)-.

2. Dla kazdej liczby naturalnej n
2">n.

3. Dla kazdej liczby naturalnej n
610" - 4.

4. Dla kazdej liczby naturalnej n nie mniejszej od 3 suma katéw wewnetrznych dowolne-
go n-kata wypuklego wynosi (n—2) - 180°.

Jak dowodzi¢ takich twierdzen? Zanim o tym opowiemy — krotka anegdota.

Student na egzaminie z analizy matematycznej miat udowodnic, ze dla kazdej liczby na-
turalnej zachodzi rownosc — i tu pan profesor napisat na tablicy pewng rownosc. Chwila ci-
szy, po kitdrej profesor zapytal studenta: ,Jak pan bedzie postepowat?”.

Student:  Sprawdze prawdziwosc rownosci dla 1.

Profesor: Dobrze, i co dalej?

Student:  Sprawdze stusznosc dla 2.

Profesor: No dobrze ...

Student:  Sprawdze prawdziwos¢ dla 3.

Profesor: ...

Student:  Sprawdze prawdziwosc rownosci dla 4, dla 5, dla 6, ...

Profesor: Jak diugo zamierza pan to jeszcze sprawdzac? — zapytal studenta zirytowany pro-
fesor.

Student:  No..., az do ... n — odparl niefrasobliwy student.

Metoda dowodzenia twierdzenf o liczbach naturalnych jest indukcja matematyczna,
zwana tez indukcja zupelna. Opiera si¢ ona na nastepujacej zasadzie:

Zasada indukcji matematycznej. JeSli T (n) oznacza pewne twierdzenie mowigce
o liczbie naturalnej n, to aby udowodnic, ze twierdzenie to jest prawdziwe dla kazdej licz-
by naturalnej n nie mniejszej od 7, (n, moze by¢ 1 albo inng ustalong liczbg naturalna),
wystarczy:
1. Dowies¢, ze jest ono prawdziwe dla liczby n,, to znaczy sprawdzi¢, ze zachodzi T (n,).
2. Dla kazdej liczby naturalnej n nie mniejszej od n,, wychodzac z zalozenia, ze twier-

dzenie to jest prawdziwe dla liczby n, wyprowadzic, ze jest ono prawdziwe dla n+ 1,

chodzi bowiem o to, aby wykaza¢, ze dla kazdej liczby naturalnej # nie mniejszej od 7,

prawdziwa jest implikacja

T(n)=T(n+1)
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Przyktad. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej » nie mniejszej od 1 zachodzi rownos¢:

n(n+1
T(n):1+2+3+... +n:¥.
. ) ) . n(n+1)
Mamy wykazaé, ze suma n poczatkowych liczb naturalnych rowna jest
L PR o L+
Sprawdzamy najpierw prawdziwo$¢ zdania 7" (1), czyli zdania: 1 = ———=. Réwnos¢

ta oczywiScie zachodzi.
Wykazemy teraz, ze dla kazdej liczby naturalnej n nie mniejszej od 1, jesli
n(n+1)

(*)T(H) 1+2+3+...+n:——2——,t0

T(n+1): 1+2+3+...+n+(n+1)zw.

2
Istotnie,
! 2
1+2+3+...+n+(n+1):”_(_”_ﬁ+(n+l): n(n+1) N (n+1) )
‘—zf—j 2 2
namocy(*)
n(n+1)+2(n+1) (n+1)(n+2)
) 2 ) 2

Zatem:
— sprawdziliémy prawdziwo$¢ zdania T (1),
- dla kazdej liczby naturalnej n nie mniejszej od 1 wykazaliSmy implikacje
T(n)=T(n+1).
Na mocy zasady indukcji matematycznej stwierdzamy prawdziwos¢ zdania T (n) dla
kazdej liczby naturalnej » nie mniejszej od 1.
Dowdd przeprowadzony metoda indukcji matematycznej nazywamy dowodem induk-
cyjnym. Sktada si¢ on z dwoch etapow:
— sprawdzenia, ze T (no) jest prawdziwe (w naszym przyktadzie n,=1);
~ dowodu, ze dla kazdej liczby naturalnej n nie mniejszej od n,, jesli T (n) jest prawdzi-
we, to T (n+1) jest prawdziwe.

Pierwszy etap to sprawdzenie, drugi etap to tak zwany krok indukcyjny; zakladamy
w nim, ze dla liczby naturalnej n nie mniejszej od n, zdanie T (n) jest prawdziwe — zalo-
zenie indukeyjne i na tej podstawie wyprowadzamy prawdziwos¢ zdania T (n+ 1) — teza
indukcyjna.

Zasade indukcji matematycznej mozna zilustrowac na kostkach domina. Wyobrazmy
sobie bowiem kostki domina ustawione jedna za drugg w odleglo$ci mniejszej niz wyso-
kos¢ kostki (ryc. 3.2).
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8. Dowodzenie przez indukcje matematyczng

Ryc. 3.2. Zasada indukcji matematycznej

Co trzeba wiedzie¢, by przewidzieé, ze wszystkie kostki si¢ przewroca? Oczywiscie, ze:
— przewr6cono pierwsza kostke;
— upadek ktorejkolwiek kostki obala nastgpne.

Zasada, ktora mowi, ze sztuka z kostkami domina musi si¢ wtedy udac, to wiasnie za-
sada indukcji matematycznej.

Rozdzial ten poswiecimy licznym przykiadom dowodéw indukcyjnych, ale najpierw
— krotka anegdota, ktdra wiaze sie ze wzorem na sume kolejnych liczb naturalnych od je-
den do n. Historia ta dotyczy slawnego matematyka niemieckiego Carla Friedericha
Gaussa zwanego ksieciem matematykow.

Siedmioletniego Gaussa uczyl matematyki surowy, starszy wiekiem nauczyciel. Chcgc
w spokoju poprawiac podczas lekcji uczniowskie zeszyty, zadat swym wychowankom nastepu-
Jjgce zadanie do samodzielnego rozwigzania: ,, ZnaleZc¢ sume wszystkich liczb od 1 do 40”. Na-
uczyciel liczyl na dluzszg chwile spokoju, a tymczasem maty Gauss blyskawicznie zorientowat
sig w rozwigzaniu tego zadania. Oto schemat rozumowania genialnego chlopca:

1, 2, 3,...,20
40,39,38,...,21
41,41,41,...,41

Najwieksza i najmniejsza liczba ciggu dajg w sumie 41. To samo otrzymamy, dodajgc dru-
89 z kolei liczbe ciggu do drugiej od dolu; ten sam tez wynik uzyskamy, dodajqc trzecig naj-
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wiekszq w ciggu do trzeciej najmniejszej i tak dalej. Na podstawie tego spostrzezenia chlopiec
pomnozylt wmysli 20 - 41 i wypisat liczbe: 820.

Przyklad 1. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n zachodzi rownos¢
1+3+5+...+(2n—-1)=n".

Rozwigzanie:
Dowdd indukceyjny.
1. Sprawdzamy, ze dana rownos¢ zachodzi, gdy n= 1:

1=1*=1

2. Wykazemy, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej 7, jesli
()1 +3+5+...+(2n-1)=n to
1+3+5+...+(2n—1)+(2n+1)=(n+1).
Rzeczywiscie,
43454+ (0= 1)+ (204 1) =+ (204 1) = (n+ 1)

—

na mocy (*)
Na mocy indukcji matematycznej stwierdzamy prawdziwo$¢ dowodzonej rownosci dla
kazdej dodatniej liczby naturalnej n.

Przykiad 2. Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n

n(n+1)(2n+ 1).
6

12+2%243%+ ... +n’=

Rozwigzanie:
Dowdod indukceyjny.
1. Sprawdzenie rownosci, gdy n= 1.
12:1-(1 +1)(2-1+1)
6
2. Wykazemy, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n, jesli

n(n+1)(2n+1)

(x)1P+2°+ ... +n’°= 6 , to
2
12+22+...+n2+(n+1)2:<”+1)(’”6 )(2”+3)‘
Istotnie, ‘
1 1
12+22+‘_'+n2+(n+1)2:n(n+ )6(2n+ )+(n+1)2:
—_— —

na mocy (*)

Cn(n+ ) (2n+ 1)+ 6(n+ 1) (n+1)(n(2n+1)+6(n+ 1)

A—

6 6
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8. Dowodzenie przez indukcje matematyczng

:(n+ 1)<2n2+ Tn+ 6) _ (n+ 1)<<2n2+ 4n)+(3n+ 6))
6 6
_(n+ 1)(2n(n+ 2)+3(n+ 2)) (n+1)(n+2)(2n+ 3)'

6 6

StwierdziliSmy, ze rownos¢ ta zachodzi gdy n = 11 dla kazdej dodatniej liczby natural-
nej z prawdziwosci jej dla n wynika jej prawdziwos¢ dla n+ 1. Zatem na podstawie zasa-
dy indukcji matematycznej réwnos¢ ta jest prawdziwa dla kazdej dodatniej liczby
naturalnej »n.

Przykiad 3. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n
610" - 4.

Rozwigzanie:

Dowdod indukeyjny.
1. Sprawdzenie dlan= 1.

Liczba 10" - 4 = 6 jest oczywicie podzielna przez 6, czyli 6 { 10'—4.
2. Udowodnimy, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n, jesli

(+) 6[10"=4,t06[10"" ' ~4.
Faktycznie, 10" " '=4=10" 10— 4 = (10”— 4) - 10 + 36, wigc liczba 10" * ' — 4, jako su-
*)

ma dwoch skfadnikow podzielnych przez 6, jest podzielna przez 6.

Zatem na mocy indukcji matematycznej stwierdzamy, ze 610" — 4 dla kazdej dodatniej
liczby naturalnej n.

Przyklad 4. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n
133117 2+ 122"

Rozwiazanie:
Dowdd indukcyjny.

1. Sprawdzenie, gdy n = 0.
110724122 ' =11P+ 12'= 121+ 12 =133,
Rzeczywiscie,

13311024122 0!

2. Wykazemy, ze dla kazdej liczby naturalnej, jesli

133117 2+ 127 o 133111"*%r 122 (ne1) 1

Istotnie,
11n+3+ 122<n+1>+1: 11 . 11n+2+122n+l. 122: 11 . 11n+2+122n+1. 144:

=12 127 (1 133) = L (11 2 127 )+ 133 127!

67



Ill. Rachunek algebraiczny

i widzimy, ze liczba 11" **+ 122 (ne1)+1 jest podzielna przez 133, jako suma dwoch skfad-
nikéw podzielnych przez 133, przy czym pierwszy z tych skfadnikow jest podzielny przez
133 na mocy zalozenia indukcyjnego. Na mocy indukcji matematycznej stwierdzamy, ze
133|11"* 2+ 12*"* ! dla kazdej liczby naturalnej n.

Przyklad 5. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n zachodzi nierdGwnos¢
2">n.
Rozwigzanie:

Dowdd indukceyjny.
1. Sprawdzenie, gdy n= 1.

2'=2> 1
2. Wykazemy, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n

2">n=2""">(n+1)

Rzeczywiscie,

2" '=2"2>n-2=n+n=n+1,czyli

2" 'S+ 1, jesli2" > n.

Na mocy indukcji matematycznej stwierdzamy, ze 2" > n dla kazdej dodatniej liczby natu-
ralnej n.
Przykiad 6. Wykaz, ze dla kazdej liczby x wigkszej od — 1 oraz dla kazdej liczby natural-
nejn

(1 +x)n> l+nx.

Rozwigzanie:
Dowdd indukceyjny.
1. Sprawdzenie dla n=0.

(1 +x)]: l+x>1+1x
2. Wykazemy, ze dla kazdej liczby x wigkszej od —1 oraz dla kazdej liczby naturalnej n
(1+x) > 1+nx=(1 +x) 1 +(n+1)x.
Faktycznie,
(1+x)" E (1+x) (1+x)> (1 +nx)(1+x) =1+ (n+ ) x+nx’> 1+ (n+1)x,

gdyznx’> Oorazl +x>0, gdy x>— 1.

Zatem na mocy indukcji matematycznej wnioskujemy, ze dowodzona nier6wnosc jest
prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.
Uwaga. Udowodniona przed chwilg nier6wnos¢ to tak zwana nieréwnos¢ Jakoba Berno-
ulliego (czyt. bernuliego).

Przyktad 7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 2 suma katow we-
wnetrznych dowolnego n-kata wypuklego rowna jest (n—2)- 180°.
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8. Dowodzenie przez indukcje matematyczng

Rozwigzanie:
Dowdd indukcyjny.

1. Sprawdzenie, gdy n= 3, jest oczywiste, gdyz suma katow wewnetrznych dowolnego

trojkata jest rzeczywiScie rowna 180°.

2. Wykazemy, ze dla kazdej liczby naturalnej n wiekszej od 2, jesli suma katow wewnetrz-

nych dowolnego n-kata wypuklego rowna
jest (n - 2) -180°, to suma katow wewnetrz-
nych dowolnego (n+ 1) kata wypukfego jest
rowna (n—1)-180°.

Nicch A, A, A,... A, ,A, A, A, bedze
dowolnym (n+ 1)-katem wypuklym. Wtedy
oczywiscie A, A, A,... A, A, A, bedze
n-katem wypuklym (ryc. 3.3) oraz suma katow
wewnetrznych (n+ 1)-kata rowna jest sumie ka-
tow wewnetrznych tego n-kata oraz katow we-
wnetrznych tréjkata 4, A4,,, A, to jest liczb
(n—2)-180° i 180°. Zatem suma katow we-
wnetrznych rozwazanego (n+ 1)-kata wynosi

Ryc. 3.3.

(n—2)-180°+180°=(n—1)- 180°=((n+ 1) - 2)- 180".
Na mocy indukcji matematycznej stwierdzamy wigc, ze dla kazdej liczby naturalnej n
wickszej od 2 suma katow wewngtrznych dowolnego n-kata wypukiego wynosi

(n-2)-180°.

Przykiad 8. Udowodnij, ze n roznych prostych na plaszczyznie przechodzacych przez da-

ny punkt P dzieli t¢ plaszczyzng¢ na 2n czeSci.
Rozwiazanie:
Dowdd indukcyjny.

1. Dla n=1 twierdzenie zachodzi,
gdyz jedna prosta, lezaca na plasz-
czyznie i przechodzaca przez punkt
P dzieli t¢ plaszczyzne na 2n czeSci.

2. Wykazemy, ze dla kazdej dodatniej
liczby naturalnej n, jesli n prostych
na plaszczyznie przechodzacych
przez punkt P dzieli t¢ plaszczyzne

(n+1)-sza prosta

na 2n czgsci, to n+ 1 prostych na tej
plaszczyznie przechodzacych przez
punkt P dzieli ja na 2n + 2 czeSci.

Istotnie, rozwazmy n prostych na
plaszczyznie przechodzacych przez
punkt P i poprowadzmy przez ten
punkt jeszcze jedng prosta (ryc. 3.4).

Ryc. 3.4.

69



Ill. Rachunek algebraiczny

Ta (n + 1)-sza (czyt. ,,n plus pierwsza”) prosta dzieli tylko dwie sposrod 2n czgsci ptasz-
czyzny, przy czym kazda z nich na dwie czgéci. W ten sposob czeSci, na ktore zostala po-
dzielona plaszczyzna, mamy o dwie wiecej. Jest ich wige 2n+2=2(n+1). Na mocy

indukcji matematycznej stwierdzamy prawdziwo$¢ twierdzenia dla kazdej dodatniej licz-
by naturalnej n.

Pytania i zadania

1. Podaj zasade indukcji matematycznej.
2. Cotojest:

a) zalozenie indukcyjne,

b) teza indukcyjna,

¢) krok indukcyjny?
3. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n zachodza rownosci:
2
n(n+1 n(n+1)(n+2

a)'+2°+ . +n’= (—2—)], b)1-2+2-3+...+n(n+1)= ( )( );
SR B

-2 2-3 7 n(n+1) n+1’

2 2 n-— n- ”ln+1
d)12—2‘+3~—42+...+(—1) ln2:(_1) g (2 >;
SYURI N S SN I E E
2 3 4 7 2n—-1 2n n+l n+2 72

1 1 1 n+1 1 2 3 n n+2
Hil==){1-=]...|l-——]|= ; —+—=+—=+...+—=2- .
)< 4)( 9) ( nZ) n ’ g) 2 22 23 on on

4. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n zachodza podzielnosci:

b

a)9[10"= 1, b)LI[10"=(=1);  ©)43[6" 2+ 7 d)11[2%" 143>
e)41]5'72n+2_‘__23n; f)11‘55n+1+45n+2+35n; g)10|934n+1,

h) 25

2""?3"+ 5n-4;  1)169|3"—26n~ 1.
5. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n:

a)3[4"+5 b)133[11" 2+ 1277 ) 1001[10™ = (=1); d)19]5™ " '+3"7 22"\
6. Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n:

03" >0 b)3n>/n+ L o) (n—1)>2=8, Q) ot J/n.

7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 2 kazdy n-kat wypukly ma
n(n-73
(—) przekatnych.

8. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n, n prostych dzieli ptaszczyzne
najwyzej na 2" czeSci.
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9. Pojgcie silni. Symbol Newtona i jego algebraiczne wiasnosci

9. Pojecie silni. Symbol Newtona i jego algebraiczne wtasnosci
Niech n bedzie liczbg naturalna.

Symbol n! (czyt.: ,,n silnia”) oznacza: \]
a) liczbg 1, gdy n=0 lubn=1; v
b) iloczyn wszystkich liczb naturalnych od 1 do n wiacznie, gdy n > 2.
. I, gdy n=0 lub n=1
sl =
Tak wige: ! {1 2. (n=1)-n, gdy n=2.
Na przyktad:
I 51-6-
4'=1-2-3-4=24; 6!'=1-2-3-4-5-6=720; %:5. 56' 7=6-7=42;
1—31 31(4-1 n+1)! (n—=1)!"n(n+1
41-31_ ( ):é; ( ):( ) ( >:n(n+l);
41430 31(4+1) 5 (n—1)! (n=1)!
(n=1)Yn+1)! (n- Di(n+1)! (n=1)!n! (n+1) n+1
(n!)2 - n! - n! (n=1)!-n-n! o on
Niech n i k bedg dowolnymi liczbami naturalnymi.
n \
Symbol Newtona( k) —czytamy ,,n nad k” lub ,, n po k” — oznacza liczbg okreSlong wzorem: | O

n!
(”l)z m, gdy 0<k<n
k 0, gdy k>n.

Na przyktad:

(8) ) #lo)‘ i % b (rll) ) 1!(nni 0 (IE;—l)l!)'!n -

O\ 0l (8\_ 8 6178 6\
<0)_oz-01_1’ (6)_6!-2!_ 62 % ale<8)_o'

Twierdzenie 1.

Dla kazdej liczby naturalnej n i kazdej liczby naturalnej & takiej, ze 0 < k < nspetniona

jest rownos¢
ny | n
k]l \n—k/|

O Dowdd. Poniewaz k=n—(n—k), wiec

(Z):k!(nnik)!:(n—lrcl!)!~k!:(n—k)!<nn!—(n—k))!_<”fk)' -
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Na przyktad:

()6 3) (5K (5)=o%a) =[5k (5)-0a"3)

Twierdzenie 2.

Dla kazdej liczby naturalnej » i kazdej liczby naturalne;j & takiej, ze 0 < k < n zachodzi

) (o) = ()
(JDowdd.
<Z>+(k:1'1):k!(nnik)!+(k+1)!(nn!—(k+1))!:k!(nnik)!+(k+1)!(’:1!~k—1)!:
_ ni(k+) nl(n - k) ke (k)

_k!(k+1)(n—k)!+(k+1)!(n—k—1)!(n—k)_(k+1)!(n—k)! (k+1)!(n—k)!

n!(k+1)+n!(n—k):n!(k+l+n-—k): nl(n+1) _
(k+)(n=k)t  (k+1)!(n=k)! (k+1)!(n—k)!

~ (n+1)! (n+1
‘(k+1)z((n+1)-(k+1))z‘(kﬂ)' -

Na przyktad:

BFE)-GF (7)) G G-3F G2 -0

=\ Pytaniai zadania

1.
2.
3.
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Podaj okreslenie symbolu n!
Podaj okreslenie symbolu Newtona (Z)

:))b:'.czzb) 8l 0 nl(n+1)! q (n+1)!—(n—1)!.

Obh’;Z: 613 (n-1)(n+2)" T (n+ 1)+ (n-1)!

ofaf o) offh o) of)+ [ o+ ol o))
Wykaz, ze:

ayn-n'=(n+1)!=nf b)L-11+2-21+ . +nn=(n+1)!-1

Udowodnij, ze:

o (2)=nli () (5)- ()t o) ()




10. Trojkat Pascala i wzér dwumianowy Newtona

BB B
(-B-GP
o3+ (3)+(3)+ -+

10. Trojkat Pascala i wzor dwumianowy Newtona

Wiemy juz, jak oblicza¢ warto$¢ symbolu Newtona (Z) Stosujemy oczywiScie poznany
wzOr

n n!
= dy 0<k<
(k> ki(n—k)! gy "

)= (E)=a"eh &)+ )=(i

Czasem jednak i one wymagaja wykonania uciazliwych obliczen. W jaki sposob mozna
zatem sobie te rachunki utatwi¢? Z pomoca przychodzi tutaj nam nastepujaca tablica
liczb, zwana tréjkgtem Pascala:

ijego wlasnoSci

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Tablice te tworzymy nastepujgco: pierwsza i ostatnig liczba w kazdym wierszu jest je-
dynka, natomiast kazda inna liczba jest suma dwoch liczb poprzedniego wiersza stojacych
najblizej tej liczby. Na przyktad, liczba 10 w széstym wierszu jest suma liczb 4 i 6 z po-
przedniego wiersza, a liczba 15 w si6dmym wierszu jest sumg liczb 10 i 5 z poprzedniego
wiersza.

Liczby wypisane w trojkacie Pascala maja wiasSnie postac (Z) Zauwazmy, ze W n-tym

wierszu stoja kolejno liczby: (8), (’f), (g), ey (n’z 1), (Z)
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Przyktadowo, w czwartym wierszu mamy: <(3)> =1, (?) =3, (g) =3, (g) =1, a—dajmy na

to —w szOstym s3 to liczby: <8) =1, (?) =35, (g) =10, (g) =10, (Z) =5, (g) =1

Trojkat Pascala skfada sie wiec z liczb:

gdyz, jak juz wiemy, <8) = <Z> =loraz (n; 1) = (k’i 1) + (Z)
W podrozdziale 4 tego rozdzialu poznaliémy mi¢dzy innymi takie oto wzory skroco-
nego mnozenia:

(a+ b)2: a’+ 2ab+b?,
(a+ b)3: a*+3a*b+3ab’+b°.
Przyjrzyjmy si¢ blizej ich budowie. Uzywajac symboli Newtona, mozemy je zapisac

rownowaznie:
2 (2 2 2
(a+b) = (O>a2+ <1)ab+ (2)192,

(a +b)3: (8>a3+ G) a’b+ (g) ab® + @)b?

Stad nietrudno zgadnac, ze na przykiad:
(a+b)'= (g)a4+ (‘11>a3b+ (‘21>a2b2+ (;l)ab3+ <i>b4:a4+ 4a*b + 6a’ b+ dab’+b",
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10. Trojkat Pascala i wzor dwumianowy Newtona

zas (a+b) = (8)a5+ <?>a4b+ (g) b+ (g) b+ (i) ab’+ @)bsz

=a’+5a*b+10a’b*+ 10a*b*+ Sab*+ b°.
Wyprowadzimy teraz ogélniejszy wzor, za pomocg ktérego mozna obliczac n-ta potege
sumy dwoch wyrazen, gdzie n jest dowolng liczba naturalng. Nosi on nazwg¢ wzoru
dwumianowego Newtona.

Twierdzenie

Dla dowolnych wyrazen a i b oraz dla dowolnej dodatniej liczby naturalnej n zacho-
dzi wzor

B L et v e

() Dowod. Zastosujemy metode indukcji matematyczne;.
1. Sprawdzenie dla n = 1 jest oczywiste, bowiem

(a+b)l:a+b:1~a+1'b:<(1))a‘+<%>bl.

2. Wykazemy teraz, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n, jesli

(%) (a+b)":(g)a"+(7>a”1b+<g>a”2b2+ +<n7_ 1)ab"“+<z>b”,

to
(**)(a+b)"+l:<”gl>a”*‘+<nf1>a”b+(”;1>a”‘lb2+...+<”Zl)ab”+<’;ﬂ>b”“.

Istotnie, korzystajac z wlasnosci symboli (Z), otrzymujemy:

n+1

(a+b) =

:(f:_bf(a+b):[<g)a”+<7>a”1b+<g>a"‘2b2+...+<n’_l 1>ab”‘1+(2)b”].
na mocy(*)

((l+b) (g)an_'—(’il)an_lb‘f'(g)a" 2b2
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lll. Rachunek algebraiczny

o (o (g 5 5o (5)+ 2
(nf1>+<z> abn+<2>bn+1:<n+1)an+1+(n+1)a,,b+

0 1
n+1\ ,-1,> n+1 a o (n+1\
+< ) )a b +...+< " )ab +<n+1>b ,

czyli wzor (). Wobec tego na mocy zasady indukcji matematycznej dowodzony wzor za-
chodzi dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n. [

a"b+ a" 'bhi+ .+

+

Ze wzoru Newtona otrzymujemy szereg waznych wnioskow.

Whiosek 1. Dla dowolnej dodatniej liczby liczby naturalnej n oraz dla dowolnych wyrazen
a 1b zachodzi wzor

(a—b)"=(8>a”—<rll>a” ‘b+(g>a”'2b2—<g>a”'3b3+ ot

w1 ‘(nﬁ 1>ab" (- 1)”.(Z)b".
Dowdd. Podstawiajac do wzoru Newtona —b w miejsce b, otrzymujemy

3

(a0 =(as () =(§)ams (F)ar )+ (52 (b + (§)ar () + .+
+(n'1 l)a(_b)"‘ 1+(g)<_b>”:(g)an_(';)an~ ‘b+<g>a”2b2—(g)a”3b3+

k

()t =( ot (=nof = () 1 ot = (1) (70t
Whiosek 2. Suma wszystkich wspolczynnikow rozwini¢gcia dwumianu Newtona, to jest suma
(8) + <rlz) + (g) +...+ (n’z 1) + (Z), jest rowna 2",
Dowdd. Podstawmy do wzoru Newtona a = b = 1. Otrzymamy wtedy
n_ n_(n n n n
2"=(1+1) —<O)+(1>+<2>+ +(n>

Whiosek 3. Suma wszystkich wspotczynnikdéw rozwinigcia dwumianu Newtona opatrzo-
nych na przemian znakami + i —, to jest suma

e E R e

_J Dowod. Wystarczy podstawi¢ we wzorze dwumianowym Newtonaa=1, b=—1.
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10. Trojkat Pascala i wzor dwumianowy Newtona

Przyklad 1. Napisz rozwini¢cie dwumianu
4

1
<2X2+F).
Rozwigzanie:

2144 AT 422124 213414
) =[x () )+ (e () (e + () -
SPYR IR LRI U S VN ST, TR S S

X x X x
=16x8+32x3+24~%+8-;17+#=16x8+32x3+24x‘2+8x"7+x’]2.
Przyklad 2. Napisz rozwini¢cie dwumianu
5
1
f——).
7
Rozwigzanie:
5 5 5 4 2

[/ 71;2) () - (S)(f) - ®<xf) ) Y -
A o

Przykiad 3. Znajdz pigty wyraz rozwinigcia dwumianu

24
1
(2~ 5) -

Rozwigzanie:
Chodzi oczywiscie 0 wyraz

4
Ca\ o (1N 241 o
(—1)'(4><2x2> (?)‘43-20!’2 T

o

21:22-23-24
- 4!

Przyklad 4. Znajdz srodkowy wyraz rozwini¢cia dwumianu
16

il

Rozwigzanie:
Srodkowy wyraz tego rozwinigcia to, oczywiscie

’ 8 AN ,
(—1)8~ (186> : (%) : (\/;) = (186) : (a X 2) ~<x2) = (186>a8-x tx'= (186>ag.
Przyklad 5. ZnajdZ wyraz rozwini¢cia dwumianu
12

<3/§+%>

w ktorym nie wystepuje x.

220 x%=21-22-23-22x%,
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lll. Rachunek aigebraiczny

Rozwigzanie:
Rozwinigcie to jest suma sktadnikow postaci

({60 e

12 -k _ 12 -k _
:(1](2)‘x 520y k:(1k2>-2k-x 3 k:<1kz)-2k-x 3, gdzieke{0,1,2,...,12}.

Wyrazem, w ktorym nie wystepuje x (tzn. w ktorym x wystepuje w potedze 0), jest wy-

. . 12 - . .
raz o takim numerze k, dla ktérego =0, czyli wyraz trzeci.

12-4-3
[ rzeczywiscie <132> D = (132) "

Pytania i zadania

Co to jest trojkat Pascala?
Jakie wtasnosci symbolu Newtona (Z) mozna zauwazyC w trojkacie Pascala?

1.
2.
3. Napisz wzor dwumianowy Newtona.
4. Napisz rozwini¢cie potegi:
4 5 6
a)(2x—y); b)(x=3y); ¢)(2+x).
5. Z ilu wyrazow sklada si¢ rozwini¢cie dwumianu:
18 24 k
a)(x+y); b)(2-x); c¢)(x=y)?
5
6. Zapisz liczbe (1 + /5) W prostszej postaci.
7. Wykaz, ze

s[5\ aa, [S\A3, [S\H2, (5 45
2 +(1>2 +(2>2 +(3)2 +(4)z+ 1=3°
8. Rozstrzygnij, czy liczba
6 6
(1 - ﬂ) + (1 + ﬂ) jest catkowita. 6
9. Znajdz wyraz rozwini¢cia dwumianu [/} - %] zawierajacy x°.
VX
1 12
10. Znajdz wyraz rozwini¢cia dwumianu (/} + ;) niezawierajacy x.
7
11. W rozwinigciu potegi [% - 2—}] znajdz wyraz wprost proporcjonalny do x.
VX
12". Udowodnij, ze
10 10 10 10 10 10\ _ (10 10 10 10 10
[0 (5 ()55 )= () (5) 5 7))
13. Znajdz te wyrazy rozwini¢cia dwumianu, ktore sg liczbami catkowitymi:

a) (% + 7ﬁ)M; b) (3/5 + ﬁ)i ) (73 - ﬁ)s.
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1. Liczby naturalne i catkowite

IV. Zbior liczb rzeczywistych

1. Liczby naturalne i catkowite

Liczbami naturalnymi nazywamy, jak wiadomo, liczby 0, 1,2, 3,4, ...,11,12,13,14, ...

Ich zbidr oznaczac bedziemy przez N. Tak wiec
N={0,1,2,3,4,...}.

Z historii wiadomo, iz w starozytnej Grecji, ktora zgodnie uznajemy za kolebke nasze;j
matematyki, zera do liczb naturalnych nie zaliczano. Pojawilo si¢ ono tam znacznie poz-
niej niz liczby 1, 2, 3, 4,... itd. Z tymi liczbami stykamy si¢ w swoim zyciu najwcze$niej. Stu-
z3 nam one do liczenia roéznych przedmiotdw, numerowania ich itp. Zwyczajowo zbior
tych liczb oznacza¢ bedziemy przez N . i nazywac zbiorem liczb catkowitych dodatnich.
Zatem N.={1,2,3,4,...}.

Na liczbach naturalnych mozemy wykonywaé dziatania dodawania i mnozenia, to
znaczy, dodajac dwie liczby naturalne a i b, otrzymamy ich sume a + b, ktora tez jest licz-
ba naturalna, a mnozac je, otrzymamy ich iloczyn a - b, ktory takze jest liczbg naturalng.

Przyjmujemy wigc, ze najmniejsza liczba naturalng jest 0. Dodajac do niej 1, otrzyma-
my nastepna liczbe 1, dodajgc do 1 znowu 1, otrzymamy kolejna liczbg naturalna 2 1 ogol-
nie, dodajgc do dowolnej liczby naturalnej n liczbe 1, otrzymamy kolejna liczbe naturalng
n+ 1. W ten sposob uzyskamy wszystkie liczby naturalne.

Niestety, odejmujac dwie liczby naturalne, nie zawsze dostaniemy liczb¢ naturalng. Na
przyktad roznica 10 — 6 = 4 jest liczbg naturalng, ale réznica 5 — 8 =— 3 juz nie! Dlatego
tez mowimy, ze odejmowanie nie jest wykonalne w zbiorze liczb naturalnych. Aby to
zmieni¢, nalezato rozszerzy¢ zbior liczb naturalnych o wyniki odejmowania liczb natural-
nych. Ten nowy zbior nazywamy zbiorem liczb catkowitych i oznaczamy go przez C. Licz-
bami catkowitymi sg wiec wszystkie liczby naturalne oraz liczby przeciwne do nich, czyli

C={..-4-3-2-101234..}

Widzimy, ze N C C.

Podobny ktopot jak z odejmowaniem liczb naturalnych mamy z ich dzieleniem. Nie za-
wsze, dzielac liczbg naturalng przez liczbg naturalng, otrzymamy liczbe naturalng. Ba! Na-
wet rozszerzenie zbioru N do zbioru C niewiele pomaga. Na przyklad —-12:4=-3
i oczywiScie =3 € C, za$ —% & C.

Jednak te¢ kwesti¢ na razie odt6zmy na pdzniej, a powrd6émy do dziatan wykonalnych
w zbiorze liczb catkowitych, to jest dodawania, odejmowania i mnozenia. Zapewne do-
brze znasz wtasnoSci tych dzialan. Dlatego teraz przypomnimy je tylko.

Dla dowolnych liczb catkowitych a, b, c:

a+tb=b+a, (przemienno$¢ dodawania)
(a+b)+c=a+(b+c), (facznos¢ dodawania)
a-b=b-a, (przemiennos$¢ mnozenia)
(a-b)-c=a-(bc), (1aczno$¢ mnozenia)
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IV. Zbior liczb rzeczywistych

(a+b)-c=a-c+b-c, (rozdzielno$é mnozenia
wzgledem dodawania)

a+t0=a, (0 jako element neutralny
dodawania)

a1=a, (1 jako element neutrainy
mnozenia)

a+(-a)=0, (istnienie liczby przeciwnej do
dowolnej liczby catkowitej)

a-b=a+(-b). (wykonalno$¢ odejmowania)
Ponadto wiemy tez, ze dla dowolnych liczb catkowitych a i b:
(=a)+(=b)==(a+b)
(—a) b=—ab,
(=a)-(=b)=ab,
—(-a)=a.

Zilustrujmy te wiasnosci na przykladach, korzystajac takze z ustalonej kolejnoSci
wykonywania dziatan.

Przyklad 1.
(=2)+(-3)==(2+3)=-75;
=7)+3==(7-3)=-4

Przykiad 2.
2 (-3)+(-2)~(=3) (~4) (~2) == 6+ (-2) = (-24)=

=—6+(-2)+24=—-(6+2)+24=-8+24=24-8=16.

80



1. Liczby naturalne i catkowite

Przyktiad 3.
496 + 497 + 498 + 499 + 500 + 501 + 502 + 503 + 504 =
=(496 +504) + (497 + 503) + (498 + 502) + (499 + 501) + 500 =
=1000 + 1000 + 1000 + 1000 + 500 = 4 - 1000 + 500 = 4000 + 500 = 4500.
Przyklad 4.
14-8-14-3=14-(8-3)=14-5=(10+4)-5=10-5+4-5=50+20=70.
Przyklad 5.
4-6:3-2+20:5-2=24:3-2+4-2=8-2+8=6+8=14,
Przykiad 6.
{4:7-[(4-3+8:4)-(2:6-10)] -5} +3(4-7-26) =
={4-7-](12+2)-(12-10)] -5} +3(28-26)={4-7-[14-2]- 5} +3-2=
={28-12-5}+6={28-60} +6=-32+6=—(32-6)=-26.

Pytania i zadania

1. Jakie dzialania sa wykonalne na liczbach naturalnych, a jakie na liczbach catkowitych?
2. Jakie wiasnoSci maja te dzialania?

3. Podaj umowna kolejnos$¢ wykonywania dziatan na liczbach.

4

. Oblicz:
(=10)+(=3),  (-10)+3;  10+(=3),  10+3;
(=10)=(=3);  (-10)-3; 10-(-3); 10-3;
(-10)-(=3);  (-10)-3; 10-(=3); 10-3.
5. Oblicz:
a)(=1)+(=2)+(-3)+4 b)24-30+6—-45+15;
¢)(-54)-16—(-70); d) 128+ 129 + 130+ 170 + 171 + 172.
6. Oblicz:
a)(-1)-2(-3) 4 b)(=2)[-3-(-13)] 5;
©)5(=6)-(=7)0; d)[5-(-5)]-[(-10)-5]

7. Wykonaj dziatania:
a)[4-(3-5+4-7)+25-36:(36-12-290—-2 -4},
b)[(8-15+7-11)-(3-85-4-62)—479]:(5- 71 - 55);
c) {408 306 - 18 [(204-9-93-7):79 - 1]}: 3461,
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IV. Zbidr liczb rzeczywistych

8. Postaw nawiasy tak, aby zachodzity rownoSci:
a)6-8+20:4-2=58; b)3248:16 -3 -315-156-2 =600,
¢)350—15-104 — 1428:14 = 320.

9°. Oblicz sume

1-24+3-4+4+5-6+7-8+...+97-98+99 - 100.
10. Oblicz

1000 = (1000 = (1000 - (1000 — (1000 - 999)))).

2. 0 podzielnosci liczb

Jezeli a i b oznaczaja liczby catkowite, przy czym b # 0, to iloraz % moze by¢ liczba

calkowitg albo nie. Na przyktad liczby g, ~§, % sa catkowite, za$ liczby %, :éz, —% nie

sa catkowite.
Jesli iloraz & jest liczbg catkowita, to oznacza to istnienie takiej liczby catkowitej k, ze

b
=k, czyli a=k-b. MOwimy wtedy, ze liczba a jest podzielna przez liczbg b lub b jest

[o TN N BN

zielnikiem liczby a i zapisujemy to symbolem b Ia.
Tak wiec

jb\a@ Voa=kb

Na przykiad 2[6, bo 6=3-2; 4|(=8), bo —8=(~2)-4; -3[12, bo 12==4-(-3).
Jezeli iloraz % nie jest liczbg catkowita, to moéwimy, ze liczba a nie jest podzielna przez

b, lub ze b nie dzieli liczby a, lub ze b nie jest dzielnikiem a, i zapisujemy b fa.
Na przyklad 5/12, bo = ¢ C, podobnie 3/ (=7) i =3/10, gdyz Jecisec
Co to oznacza: podzieli¢ liczbe calkowita a przez r6zna od zera liczbe catkowity b?
Na przyktad dzielac liczbe 6 przez 2, otrzymamy iloraz 3 i reszte 0. Zapisujemy to na-
stepujaco:
2=3lubtez 6=3-2=3-2+0,

Dzielgc za$ 12 przez 5, otrzymamy iloraz 2 i reszte 2. Zapiszemy to nastepujaco:

%:2+%lubtei 12=2-5+2.

Z kolei dzielgc —7 przez 3, otrzymamy iloraz —3 i reszt¢ 2 (a nie —2 i —1!) i zapiszemy
—% =—3+ %, czyli =7 =(-3)- 3+ 2, a dzielgc 8 przez — 5 otrzymamy iloraz (— 1) i resztg 3,
to znaczy _—85— =1+ —_3—5, czyli 8=(—1)-(—5)+ 3. Duzielac wreszcie na przykiad (-2)
przez (- 5): :—i =1+ —_%, czyli—2=1-(=5) + 3. Ogblnie, dzielgc dang liczb¢ catkowity a

przez r6zng od zera liczbe catkowita b, otrzymujemy iloraz k i resztg r, co wyraza zapis:

a._ r — .
E_k+b lub a=k-b+r.
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2. 0 podzielnosci liczb

Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie (o dzieleniu z reszta)

Dla kazdej pary liczb catkowitych aib, gdzie b # 0, istnieje doktadnie jedna para liczb
catkowitychkir, takaze a=k-b+r i 0 <r<|b|

Dowdd tego twierdzenia wykracza znacznie poza ramy naszego podrecznika, wigc go
pominiemy.

Zapamietajmy, ze reszta z dzielenia liczby a przez rdzng od zera liczbe catkowitg b
jest jedna z liczb catkowitych O, 1,2, 3, ...,'b| -1

Podzielnos¢ liczby a przez b oznacza wigc otrzymanie z dzielenia a przez b reszty 0.

Liczby calkowite podzielne przez 2 nazywamy parzystymi. Sa to wiec liczby postaci 2k,
gdzie k jest liczba calkowita.

Liczby catkowite niepodzielne przez 2 (dajace z dzielenia przez 2 reszt¢ 1) nazywamy
nieparzystymi. Zatem sg to liczby postaci 2k + 1, gdzie k jest liczba catkowita. Podobnie
na przyklad 5k+ 3, gdzie k jest liczba catkowita, oznacza ogdlna postac liczby catkowitej,
ktora z dzielenia przez 5 daje reszte 3.

Dlaczego, omawiajgc podzielnosc liczby catkowitej a przez liczbg calkowita b, uparcie
zaktadamy, ze b#0?

Gdyby 0 |a, to oznaczaloby to istnienie takiej liczby catkowitej k, ze a =k - 0. Chcemy
przeciez, aby takie catkowite & istniato tylko jedno. A tymczasem réwnos¢a = k- 0 zacho-
dzi dla kazdego k, gdy a=0, za$ dla zadnego, gdy a # 0. Zatem O nie jest dzielnikiem
zadnej liczby catkowite;.

Twierdzenie
Niech a,b,c,d beda liczbami catkowitymi. Wowczas:
b, to !a‘:|b
jesli bla i alc, to b
jesli bla ib
jesli cla, to ¢
jesli b|a idcto bd|ac.

jesli bla i a

9

G

c,to bla+cibla-c

a+b, wtedy i tylko wtedy, gdy c|b;

e o S o

(J Dowod.

1. Jesli bla ialb, to dla pewnych liczb catkowitych k i / mamy réwnosci
a=k-bib=1I-a.
Stad b=1-a=1-k-b, czyli b=(k-1)-b, skad k-I=1.Zatem k=[=11lub k=1=-1.
Gdy k=[=1, mamy a=b, gdyza§ k=I/=-1, mamy a=->b.
Wobec tego|a|=|b|

2. Jesli bla i alc, to istniejg takie liczby catkowite kil,zea=k b ic=1-a.
Stadc=l-a=1-(k-b)=(k-1)b,czyli c=(k-1)-b.
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IV. Zbior liczb rzeczywistych

Ostatnia rowno§¢ oznacza podzielno$¢ liczby ¢ przez b, gdyz iloczyn k- [ jest liczba
catkowitg. Dowody twierdzen 3-5 sprobuj w podobny sposob przeprowadzi¢ samodziel-
nie. [J

Powrdémy do liczb naturalnych. Zauwazmy, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalne;j
n zachodza podzielnoSci 1[ ni n\n, ktore wynikaja z oczywistej rownosci n- 1 =n.

Kazda liczbe naturalng mozna zapisa¢ w dziesiatkowym systemie pozycyjnym za po-
mocg dziesigciu cyfr arabskich: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Jezeli €,C,-1Cnr_2...CiCo Oznacza zapis liczby naturalnej A w dziesigtkowym systemie
pozycyjnym, to piszemy tez

A=C e e o= 10" +¢, - 10" '+ +er- 10+ ¢,
Cyfry ¢o,c1,¢5,¢3,...,¢, nazywamy cyframi odpowiednio: jednosci, dziesigtek, setek,
tysiecy,..., rzedu n liczby A. Na przyktad:
1998 =1-1000+9-100+9-10+8 - 1=1-10°+9-10°+9-10"'+ 8- 10°".
Aby sprawdzi¢, czy dana liczba naturalna A jest podzielna przez liczbg naturalng B,
gdy B jest jedng z liczb 2,3,4,5,6,8,9, wystarczy skorzystac z tak zwanych cech podziel-
nosci. Podaje je ponizsza tabelka:

- Dzielnik Cecha podzielnosci -
2 ostatnig cyfrg liczby 4 jest 0, 2, 4, 6 albo 8
3 suma cyfr liczby A dzieli si¢ przez 3
4  liczba utworzona przez dwie ostatnie cyfry hczby A dzieli sw; przez 4
5 ostatnig cyfrg liczby A4 jest 0 albo 5

6 7 liczba A jest podzielna przez 2 1 przez 3

8 liczba utworzona przez trzy ostatnie cyfry liczby A dzieli sie przez 8
9 suma cyfr liczby A dzieli si¢ przez 9 7

[Liczb@ naturalng n nazywamy liczbg pierwsza, gdy ma dwa dzielniki: 1 i . ]

[Liczbc; naturalng n wigksza od 1, ktdra nie jest liczba pierwsza, nazywamy liczbg zloiona.]

Na przyktad liczby 2,3,5,7,8,9,10,11,13,17, ... sa pierwsze, a liczby 4,6,8,9, 10, ...
sa zlozone. Zauwaz, ze 2 jest jedyna liczbg pierwszg parzystg.

Liczby naturalne 0 i 1 nie s3 ani pierwsze, ani zfozone.

Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Kazda liczbe ztozong mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierw-
szych. Przedstawienie liczby naturalnej w postaci iloczynu liczb pierwszych jest z doktadno-
$cig do porzadku czynnikéw tylko jedno i nazywamy je rozkladem liczby naturalnej na
. czynniki pierwsze.
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2. 0 podzielnosci liczb

Na przyktad:

224|2 6002
112)2 300|2
562 150(2
282 75|3
1412 15|3
7|7 5|5

1 1

Po prawej stronie pionowej kreski notujemy kolejne dzielniki. Stad 224=2-2-2-2-2-7,
600=2-2-2-3-3-5. Postugujac si¢ rozktadem liczb na czynniki pierwsze, wyznaczamy
tak zwany najwigkszy wspolny dzielnik oraz najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ liczb.

§ Najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb calkowitych dodatnich a,,a,,...,a, nazywamy\ \\\
, najwickszg liczbe naturalna, ktora dzieli kazda z liczb a,,a,, ...,a,. v

E Oznaczamy go symbolem NWD (a,,a,, ...,a,) lub krotko (a,,a, ....a,). J

NWD dwoch lub wigcej liczb naturalnych wyznaczamy nast¢pujaco: rozkladamy dane
liczby na czynniki pierwsze, a nastgpnie wybieramy czynniki wspolne i mnozymy je.
Przyklad 1. Poniewaz 224 =2°7,za$ 600 =2"-3%-5', wigc NWD (224,600) = 2= 8.

Chcac wyznaczy¢ NWD duzych liczb naturalnych, ktorych rozklad na czynniki nie jest
tatwy do uzyskania, lepiej postuzy€ si¢ tak zwanym algorytmem Euklidesa.

Zalozmy, ze szukamy NWD (a,b), gdzie a i b s liczbami naturalnymi wigkszymi od 1,
przy czym a > b.

Dzielimy a przez b i otrzymujemy a=k-b+r, gdzie ke N i re {0,1,2,....,b~1}.
Jesli r=0, to NWD (a,b)=b. Gdy za§ r#0, to dzielimy b przez r i otrzymujemy
b=k, r+r, gdzie ki€ N i r,€{0,1,2,....,r—1}. Jesli r;= 0, to NWD (a,b) = NWD
(b.r)=r.

Gdy r, # 0, to dzielimy r przez r, itd...

Otrzymujemy w ten sposob rownosci:

a=k-b+r (a

b=k, r+r, (b”’):(”’”)
r=k2-r1+r2 ( (
rn=ksr,+r; (

rn—2:kn'rnfl+rn (rn—2srn—1):(rnfl»rn)
rn—lzknJrl'rn

Oczywiscie r;>r,>...r,> 0, wigc po skonczenie wielu krokach otrzymamy zerowa
reszte. Ostatnia niezerowa reszta jest szukanym NWD liczb a i b.
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IV. Zbiér liczb rzeczywistych

Przyklad 2. Znajdziemy z zastosowaniem algorytmu Euklidesa NWD (580,3920).

Mamy:

3920 =6-580 + 440;
580=1-440+ 140;
440=3-140+ 20;
140=7-20+0;
74=2-37+0.

Stad NWD (580, 3920) = 20.

Przyktad 3. Wyznacz NWD(1517,1073).

Mamy:

1517=1-1073 + 444;

1073 =2-444 + 185;

444 =2 185+ 74;
185=2-74+ 37,
74=2-37+0.

Stad NWD (1517,1073) = 37.

[Dwie liczby naturalne nazywamy wzglednie pierwszymi, gdy ich NWD jest rowny L. ]

Na przyktad kazde dwie liczby pierwsze sa wzglednie pierwsze; kazde dwie kolejne

liczby naturalne sa wzgl¢dnie pierwsze.

Najmniejsza wspolng wielokrotnoScia liczb catkowitych dodatnich a,,a,, ...,a, nazywa-
my najmniejszg liczb¢ naturalng, ktora dzieli si¢ przez kazda z liczb a,,a,,...,a, 10zna-
czamy ja symbolem NWW (al,az, ...,an) lub krotko [al,az, ...,an].

Aby wyznaczyé NWW dwoch lub wigceej liczb naturalnych, rozkladamy dane liczby na

czynniki pierwsze, a nastepnie wypisujemy wszystkie czynniki jednej z nich i dopisujemy
do nich te czynniki z pozostatych rozktadow, ktorych nie ma wsrdd wypisanych uprzednio
w dostatecznej ilosci. Iloczyn wybranych w ten sposdb czynnikow jest szukanym NWW
tych liczb.

Przykladd. NWW (12,16,22)=2-2-3-2-2 11 =528,
gdyz 12=2-2-3,16=2-2-2-2,22=2"11.

Pytania i zadania

1.

86

Co oznacza podzieli¢ dwie liczby calkowite przez siebie? Sformutuj twierdzenie o dzie-
leniu z reszta.

Co to jest liczba: a) parzysta, b) nieparzysta c) pierwsza, d) zfozona?

Znajdz iloraz i reszt¢ z dzielenia liczby a przez b, jesli:

a)a=13,b=4; b)a=13b=—4; c)a=-13,b=4; d)a=-13,b=—4.

. Napisz w postaci ogdlnej liczbe calkowita, ktora:

a) z dzielenia przez 3 daje reszte 2,



3. Liczby wymierne

b) z dzielenia przez 7 daje reszte 4,
c) jest podzielna przez 5.
5. Wymien znane ci cechy podzielnoSci liczb naturalnych.
6. Co oznacza rozktad liczby naturalnej na czynniki pierwsze?
7. Co oznaczaja symbole: NWD (a,,45, ...,a,) iNWW (a,,a,, s ty)?
8. Uzasadnij cechy podzielnosci liczb naturalnych przez: a) 2,b) 319, ¢) 4,d) 5, ¢) 8.
9. Wyznacz NWD i NWW wybranych przez siebie liczb naturalnych.
10. Wykaz, ze kazde dwie kolejne liczby naturalne sa wzglednie pierwsze.
11. Wyznacz liczbe, ktorej suma cyfr wynosi 12 i ktéra ma doktadnie cztery dzielniki,
ktorych suma wynosi 176.
12. Suma dwoch réznych liczb dwucyfrowych wynosi 168. Liczba 12 jest ich wspOlnym
dzielnikiem. Wyznacz NWD tych liczb.
13. Przez jakg liczbe nalezy podzieli¢ liczby 2294 11848, aby otrzymac reszty odpowied-
nio 19 1 23?
14. Liczba naturalna n jest wigksza od 2000. Wiadomo, ze n i n+ 2 sa liczbami pierw-
szymi. Wykaz, ze n+ 1jest liczba podzielng przez 6.
15. Dane s3 takie liczby naturalne a,b, ¢,d, ze kazda z liczb: a + b, b + ¢, c + d jest niepa-
rzysta. Wykaz, ze iloczyn a-b- ¢ d jest podzielny przez 4.
16. Wykaz, ze dla liczb catkowitych a i b:
a)jesli 3|(a+1), to 3|(4+Ta);
b)jesli 11|(a+2) i 11](35=0b), to 11|(a+b).
17. Udowodnij, ze suma kwadratow trzech kolejnych liczb catkowitych z dzielenia przez
3 daje reszte 2.
18" Wykaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych a i b
NWD(a,b)- NWW (a,b)=ab.
19°.Dyrektor pewnego banku zapomnial, jakie sa dwie ostatnie cyfry dziesigciocyfrowe-
go kodu do sejfu. Pamieta tylko osiem pierwszych cyfr: 20002001**. Pamigta takze,
ze caly numer byt liczbg podzielng przez 15. Jaki to mogl by¢ numer?
20°. W miejsce gwiazdek wpisz takie cyfry, aby liczba 32*35717* byta podzielna przez 12.
21".Niech a bedzie liczbg calkowita, za§ p — liczba pierwsza. Udowodnij, ze jezeli

pl(5a—1) i p|(a—10), to p|(a-3).

3. Liczby wymierne

Rozszerzenie zbioru N liczb naturalnych do zbioru C liczb catkowitych pozwala nam
wykonywac trzy z czterech dziatan arytmetycznych: dodawanie, odejmowanie i mnozenie.
Ciagle jednak nie mozemy swobodnie dzieli¢ liczb. Ani wynik dzielenia 5:2, ani —8:3 nie
jest liczba catkowita, cho¢ na przykiad 6:2 oczywiscie jest liczbg catkowitg!

Stad mysl, aby zbior C rozszerzy¢ do takiego zbioru, w ktérym da si¢ wykonywac dzie-
lenie liczb. Wystarczy mianowicie do wszystkich liczb calkowitych dolgczy¢ wszystkie te
wyniki dzielenia liczb calkowitych, ktore nie sg liczbami catkowitymi. Otrzymamy w ten
sposob zbidr liczb postaci %, gdzie m i n sa catkowite, przy czym n# 0, ktory nazywamy
zbiorem liczb wymiernych, a jego elementy — liczbami wymiernymi. Zbi6r ten oznaczac
bedziemy litera W. Tak wigc:
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IV. Zbior liczb rzeczywistych

p
Liczba wymierna nazywamy kazda liczbe postaci %, gdzie myne C i n# 0, za$ zbior
takich liczb to znaczy zbior

WE{%;mne(Hn#O}

| nazywamy zbiorem liczb wymiernych.

~\

Widzimy zatem, ze kazda liczba calkowita n jest liczbg wymierng, bo n= % Stad
ccw.

Przyktady liczb wymiernych: %, % (czyli 2); % (czyli 0); —%, % (czyli -3).

Prawdziwe sg réwnosci

—a a_ a ta _a_-a
b b -b +b b -b
Poniewaz (zgodnie ze znanymi regutami dodawania utamkéw zwykliych) dla dowol-
nych liczb catkowitych m,n,pi g (n #£0,q# O) zachodzg réwnosci:

m. p_mgtnp m _p_mg-np m p_mp

=|

no-q nq q ngq’> nqg ngq’
m m m- .
7:5:7'%: n-;] (oile p#0)

orazliczbyn-g,n-p,m-q+n-p, m-q—n-psacatkowite in-q# 0,n-p # 0, wicc moze-
my wysnu¢ nastepujacy wniosek.

Whiosek. W zbiorze W liczb wymiernych sa wykonalne wszystkie cztery dzialania arytme-
tyczne: dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia (przez liczbg r6zng od zera).

Przyklad 1°. Udowodnij, ze jezeli liczby a + b i a — b sg wymierne, to liczby a i b rowniez
$3 wymierne.
Rozwigzanie:

Oznaczmy:

at+b=w,

a+b=w,, gdziew,,w,e W.

Rozwigzujac uktad powyzszych rownan z niewiadomymi a i b, otrzymujemy:

a=2 ; 2 ip=t 5 Y2 T widzimy, ze a i b sa liczbami wymiernymi.

Przyklad 2°. Wykaz, ze jezeli liczby @’ i a’ s wymierne, to liczba a rowniez jest liczbg wy-
mierna.
Rozwigzanie:
Jeslia = 0, to oczywiscie a jest liczba wymierng. Niech a # 0. Skoro liczby a”ia’ sg wy-
3 2
mierne, to liczby (as) i (a7) rowniez sg wymierne. Stad wynika, ze liczba
3

(@)

a=-—= > takze jest wymierna.

“ ()
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4. Liczby niewymierne

Pytania i zadania \%;fﬁ\
1. Co to sg liczby wymierne? Podaj przykiady.

2. Czy suma, rdznica, iloczyn i iloraz liczb wymiernych jest liczbg wymierng?

3. Wykonaj dziatania:

7 14 2 3
( +E+ ) 10—1(23—1Z>

a)

L) )
[P

4. Wykonaj dzialania:
a=b _a+b\[a’+b* ab . a’*+b> |\ a’-b’ 1
a)<a+b+a—b)( 2ab +1)a2+b2’ b)< b a) a+b (b a)'

5. Llczby a + 12 i Z 3 sa wymierne. Wykaz, ze a jest liczbg wymierna.

2
b =b+ b,toa b.

7. Znajdz takie dwie liczbya i b,aby a+b=a-b= %.

6'. Wykaz, ze jezeli a+ =

8. Udowodnij, ze jezeli r6zna od zera liczba wymierna w jest suma kwadratow dwoch
liczb wymiernych, to liczba % rowniez jest sumag kwadratow dwoch liczb wymiernych.

4. Liczby niewymierne

Jak juz wiemy, kazda liczba wymierna to taka, ktorg mozna przedstawi¢ w postaci
utamka %, gdzie m in s liczbami catkowitymi (n # O). Tylko, czy kazdg liczbe mozna tak
przedstawic¢? Okazuje sig, ze nie! Odkrycie to (kiedys — wielkie!) zawdzigczamy starozyt-
nym Grekom, a konkretnie Pitagorasowi (ok. 582-507 p.n.e.) i jego uczniom. To oni jako
pierwsi zauwazyli, ze dlugos$c¢ przekatnej kwadratu o boku 1 nie jest liczbg wymierng. Fakt
ten (przedtem nikomu nieznany!) tak nimi wstrzasnatl, ze okryli go glteboka tajemnica,
ktorej zdrada grozita $miercig. A jak do takiego wniosku doszli? Ot6z fatwo zauwazy¢, ze
gdy x oznacza diugos$¢ przekatnej kwadratu o boku 1, to na mocy twierdzenia Pitagorasa
otrzymujemy do rozwigzania rownanie x’= 2. I okazuje si¢, ze rownania tego nie speinia

zadna liczba wymierna. Gdyby bowiem zatozy¢ przeciwnie,2 ze istnieje liczba wymierna %,
ktorej kwadrat jest rowny 2, to oznaczaloby to rownos¢ % =2, czyli rowno$¢ m* = 2n’.

Po roztozeniu na czynniki pierwsze obu jej stron otrzymaliby§Smy czynnik 2 po prawej
stronie w potedze nieparzystej, a po lewej — w potedze parzystej (w tym by¢ moze rOwniez
w zerowej), a zatem sprzecznosé, ktdra dowodzi nieistnienia liczby wymiernej spetniaja-
cej rtownanie x’= 2.
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IV. Zbidr liczb rzeczywistych

Podobnie mozna wykazaé, ze nie istnieja liczby wymierne, ktdre spelniaja rownania
x*=3, x*=5, x’=31iwiele innych.
Liczby takie przyj¢to nazywac niewymiernymi.

o1

[Liczb@ nazywamy niewymierna, gdy nie jest wymierna. ]

Liczby niewymierne sg to wigc takie liczby, ktorych nie mozna przedstawi¢ w postaci
utamka %, gdziem,ne C i n#0.

Zbior takich liczb oznaczaé bedziemy symbolem IW.

Liczbami niewymiernymi sa na przyktad liczby /2, /3, /5, Y2, V3 itp.

Mozna wykazaé, ze jezeli n> 2 jest liczbg naturalna, to liczba n/n jest niewymierna.
Zauwazmy, ze wynik dowolnego dzialania arytmetycznego na liczbach niewymiernych
moze by¢ liczba niewymierng lub wymierna.

Przyklad 1. Liczba /2 /3 (czyli /6) jest niewymierna.
Istotnie, gdyby byta ona liczba wymierng, to musiafaby zachodzi¢ rownos¢ J6="

n >
gdzie m in sg liczbami catkowitymi dodatnimi.
2

2
Stad otrzymalibySmy, ze 6 = %1-2—, czyli, ze 6n°=m’.
Rozkladajac obie strony tej rownosci na czynniki pierwsze, otrzymalibySmy na
przyktad czynnik 3 po lewej stronie w potedze nieparzystej, a po prawej — w potgdze pa-
rzystej. I sprzeczno$é, ktora konczy dowdd niewymiernosci liczby /6.
Przyklad 2. Liczba /2 + /3 jest niewymierna.

Istotnie, gdyz w przeciwnym razie musialyby istnie¢ takie liczby catkowite m in (n#0),
dla ktorych zachodzityby kolejno réwnosci:

J2+/3= ﬂ, odnosimy obustronnie do kwadratu
PRI y

2
2+3+2/2- /3=,
n
2
5+2/6="1,
n
m?—5n’
6="1 "
2n*

Ostatnia rowno$¢ dowodzitaby wymiernosci liczby /6, ktora — jak wiemy z przyktadu
1 —jest niewymierna.

Przyklad 3. Liczba <\f2 + @) (ﬁ - @) =2 —-3=-1 jest wymierna.
Przykiad 4. Liczba (3 + ﬁ) + (—1 - \/i) =2 jest wymierna. (Sprawdz, ze liczby 3 + /2
i —1-/2 saniewymierne).

Do czesto spotykanych przeksztalcen liczb niewymiernych nalezy usuwanie niewy-
miernoS$ci z mianownika ufamka.
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4. Liczby niewymierne

Przyklady:
Lo _2 2
J2 V22 2
, L__¥2 _¥2_¥2
Va Vaz 8 2
3 ! = Ja=/b _Ja /B, gdy a=0, b>0, a#b;

o (e b)(a= ) o

3 3(1-vV2+V4) :3(1—3ﬁ+3/21):3(1—3ﬁ+3/21):1_3/§+3/Zi;
R (-] ) ;

5 1 1 _ 1 _

2+/5+2ﬁ+m:(2+2ﬁ)+(£+/ﬁ) 2(1+ﬁ)+£(1+ﬁ)

_ 1 _ 1 1-v/2 2-/5 _
_(1+ﬁ)(2+ﬁ)_(l+ﬁ)(2+/§) 1-/2 2-/5

i (1-/2)(2-/5) __(1=2)e=v5) _(1=/2)(2-V5)
_(1+/2)(1—ﬁ)(2+ﬁ)(2—ﬁ)_(12_ﬁ2><2z /32>‘ (1-2)(4-5)
_(1-/2)(2-05)

T R Sl

Pytania i zadania \%;j§
1. Jakie liczby nazywamy niewymiernymi?
2. Podaj przyktady dwoch liczb niewymiernych, ktorych suma, réznica, iloczyn i iloraz jest
liczba:
a) niewymierna,
b) wymierna.
3. Jaka liczbg (wymierng czy niewymierng) jest:
a) suma liczby wymiernej i niewymiernej,
b) roznica liczby wymiernej i niewymiernej,
¢) iloczyn liczby wymiernej i niewymiernej?

4. Wykaz, ze liczby /3,35, /3+/5, 1+/3, L+/2 $g niewymierne.
5. Usun niewymierno$¢ z mianownika: /3
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IV. Zbior liczb rzeczywistych

1 3 1-/2 2+Y3 30

-1 J5+/2 2+4/2 V4 5-/3+/2 f+f+f
1 _ 1 ' 3 4

J0-/15+/14-/21 39 36431 3a-1 33+1

6. Udowodnij, ze jezeli a+b+ce W, za§ a+b e IW, to co najmniej dwie sposrod
liczb a, b, ¢ sa niewymierne.

7". Wykaz, ze liczba /29 +12./5- /29 ~12./5 jest catkowita.
8". Udowodnij, ze liczba (4 + m> (/ﬁ - /6) J4 = /15 jest calkowita.

9". Rozstrzygnij, czy liczba / 4+ /7~ / 4— /7 -2 jest wymierna czy niewymierna.
10".Rozwiaz w liczbach wymiernych x, y rownanie x°—y>=2xy.

9. Rozwiniecia dziesietne liczb rzeczywistych

Wszystkie liczby, ktorymi si¢ dotad zajmowaliSmy, obejmujemy wspdlng nazwa
— liczby rzeczywiste.

Zbior liczb rzeczywistych oznaczac¢ bedziemy symbolem R. Kazda liczba rzeczywista
jest albo wymierna, albo niewymierna. Zachodza wigc nast¢gpujgce zaleznosci:

NCcCCWCR, WUIW=R oraz WNnIW=a
Przyjmijmy jeszcze oznaczenia:
R, oznacza zbior liczb rzeczywistych dodatnich,
R_oznacza zbior liczb rzeczywistych ujemnych.
Obecnie zajmiemy si¢ przedstawieniem liczb rzeczywistych w postaci utamkoéw dziesigt-
nych. Takie przedstawienie liczb rzeczywistych nazywamy ich rozwini¢ciem dziesigtnym.
Chcac zamienié liczbe wymierna 4, gdzie m i n sa liczbami calkowitymi (n# 0), na
ufamek dziesi¢tny, dzielimy m przez n. Wykonujac to dzielenie, otrzymujemy kolejne
reszty, z ktorych kazda jest mniejsza od n. Mamy wowczas dwie mozliwosci:
1. Ktoras$ kolejna reszta jest rowna 0 i otrzymany utamek dziesi¢tny jest skonczony.
Na przyktad: 15:4 = 3,75. Kolejne reszty sa odpowiednio rowne: r;=3, r,=2, r;=0.
2. Zadna z otrzymanych reszt nie jest zerem i po co najwyzej n— 1 dzieleniach ktéras
reszta musi si¢ powtorzy¢, a zatem powtorzg si¢ i dalsze reszty i otrzymany utamek
dziesietny jest okresowy.
Na przykfad: 22:7 = 3,142857142857142857...; kolejne reszty sa odpowiednio row-
ne: ri=1, r,=3,r3=2, ry=6, rs=4, r¢=>5, r;=1i1td.
Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Kazda liczb¢ wymierng mozna w jeden tylko sposob przedstawic¢ w postaci utamka dzie-
sietnego skonczonego lub nieskoficzonego okresowego. I na odwrot, kazdy utamek dzie-
sietny skoficzony lub nieskonczony okresowy jest rozwini¢ciem jednej liczby wymierne;j.
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5. Rozwinigcia dziesigtne liczb rzeczywistych

Utamek dziesietny okresowy, w ktorym powtarza si¢ pewna grupa cyfr, zapisujemy, uj-
mujac w nawias t¢ grup¢ cyfr. Na przyklad:
0,333...=0,(3);
0,121212...=0,(12);
1,375375375... = 1,(375).
Te powtarzajgcg si¢ grupe cyfr nazywamy okresem utamka.

Czesto zachodzi potrzeba zamiany utamka dziesi¢tnego na ufamek zwykly. Gdy uta-
mek dziesi¢tny jest skonczony, sprawa jest prosta. Przyktady:

2 1
0.227=%
_ 64 _ 16,
0,64 = 100 ~ 25’
128 8
0,0128 = 10000 ~ 625

Gdy za$ utamek dziesietny jest nieskonczony okresowy, problem zamiany takiego
ufamka na ufamek zwykly troche si¢ komplikuje. Nie da si¢ przeciez powtoOrzy¢ algorytmu
zamiany utamka dziesietnego skoficzonego na utamek zwykly. Jak zatem nalezy postapic?
Przesledzmy to na przyktadach.

Przyklad 1. Zamier ulamek dziesi¢tny okresowy 0, (6) na ufamek zwykly.
Rozwigzanie:

Wiemy oczywiscie, ze 0,(6) = 0,6666...

Oznaczmy x=0,(6). Wowczas 10x=6,(6)=6+0,(6)=6+x.

Stad 10x—x= 6, czyli 9x=6 iostatecznie x= g = %
2

Zatem 0,(6) = 3
Przyklad 2. Zamiefi utamek dziesi¢tny okresowy 1,(12)na ufamek zwykly.
Rozwigzanie:

Oczywiscie 1,(12) = 1+0,(12).

Oznaczamy x=0,(12). Wowczas 100x= 12,(12)=12+0,(12) = 12 +x.

Stad 100x—x=12, 99x= 12 i ostatecznie x=2-4

2
, A 99 ~ 33
Zatem l,(12): 1 +§ = 13—3

Przyklad 3. Zamiei ulamek dziesietny okresowy 0, (9) na utamek zwykly.
Rozwigzanie:
Poniewaz 0,(9) = 0,999..., wigc oznaczajac x= 0,(9), otrzymujemy:
10x=9,(9)=9+0,(9)=9 +x.
Stad 9x=9, czyli x= 1. Tak wigc 0,(9) = 1.

Uwaga. Kazdy ulamek skoniczony majacy k cyfr za przecinkiem mozna uwazac za utamek
nieskonczony okresowy, w ktérym — poczynajgc od (k + 1)-szeg0 miejsca — wystepuja sa-
me zera. Na przyktad 0,216 =0,2160000...
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IV. Zbiér liczb rzeczywistych

Kazdy utamek dziesi¢tny okresowy majacy okres 9 mozna zastapic¢ utamkiem dziesiet-
nym skoficzonym. Na przykiad: 0,1999...=0,1(9)=0,2.
Z twierdzenia o rozwinigciach dziesi¢tnych liczb wymiernych wynika, ze rozwiniecia
dziesi¢tne liczb niewymiernych sa ulamkami nieskonczonymi nieokresowymi. Na przyklad:
/2 =1,41421356...

/3=1,7320508...
Liczbami niewymiernymi sg rOwniez na przyktad liczby:
0,1248163264128... (w rozwinigciu tym widzimy kolejne potegi dwojki),
0,123456789101112...(tutaj z kolei wystepuja kolejne liczby naturalne), w rozwinigciach
tych bowiem nie powtarza si¢ zadna grupa.
Otrzymujemy wig¢c nast¢pujacy wniosek.

Whiosek. Kazda liczba rzeczywista ma rozwini¢cie dziesietne, przy tym:
— kazda liczba wymierna — rozwiniccie dziesi¢tne skonczone lub nieskoficzone okresowe,
— kazda liczba niewymierna — rozwiniecie dziesietne nieskoficzone nieokresowe.

Pytania i zadania

1. Omoéw rozwinigcia dziesietne liczb wymiernych.
2. Jakie rozwinigcia dziesi¢tne maja liczby niewymierne?
3. Wykonaj dziatania:
a)2,96+3,97+4,98 +5,99;
b)2,89-3-1,22+5,16-1,39;
€)23-19,99-29-19,99 +16-19,99.
4. Z ilu cyfr skfada si¢ okres rozwinigcia dziesigtnego utfamka %‘?
5. Zamien na utamki zwykte nastepujace utamki dziesi¢tne:
a)0,375; b)1,36; ¢)0,(3); d)2,(47) ¢)0,2(34) f)1,(213).
6. Jaka jest 69. cyfra za przecinkiem w rozwinieciu dmeswgtnym liczby E”
7. Podaj 2002. cyfre rozwiniecia dziesietnego 11czby -

6. Uporzadkowanie zbioru liczb rzeczywistych

Kazde dwie liczby rzeczywiste mozemy ze sobg poréwnac pod wzgledem ich wielkosci,

to znaczy dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b zachodzi doktadnie jedna z trzech relacji:
a=b, a<b, a>b.

Piszemy a = b, gdy a 1 b oznaczaja t¢ sama liczbe. Na przyklad 1 == 3 =—;—--=-0,6.

Gdy a oznacza liczb¢ mniejsza niz b, to piszemy a < b, gdy za$ qukszq, to a > b. Na
przyktad 2<4; —1,5<-1,25; 1,12> 1,11

Relacja réwnosci liczb ma wtasnosci:
1. Dla kazdej liczby rzeczywistej a

(a=a) (zwrotnosc).
2. Dla kazdych liczb rzeczywistych a 1 b
(a=b=>b=a) (symetrycznoSc¢).
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6. Uporzadkowanie zbioru liczb rzeczywistych

3. Dla kazdych trzech liczb rzeczywistych a, b, ¢
(a=bAb=c)=a=c (przechodniosc).

A oto podstawowe wtasnoSci relacji nierownosci:

.Jedli a<b i b<c,to a<c(przechodniodc).

. Jesli a < b, to nie zachodzi b < a (antysymetria).

. Dla zadnej liczby rzeczywistej a nie zachodzi a < a (przeciwzwrotnosc).

. Dla kazdych dwoch r6znych liczb rzeczywistych a i b mamy: albo a<b, albo a>b
(spOjnose).

B~ W =

Sformulujmy jeszcze inne réwnie wazne prawa mowiace o wlasnoSciach nieréwnosci:
5. JeSlia, b, ¢ sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz a < b, to
atc<b+cia-c<b-c

Inaczej méwiac, do obu stron nieréwnosci mozna dodac t¢ sama liczbe 1 od obu stron
mozna odjac t¢ sama liczbe.
6. Jezelia, b, c sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz a < b, to

.a b
a-c<b-ci E<F,gdy c>0,

.a_b
a-c>b-ci E>E,gdyc<0,

to znaczy, ze wolno obie strony nieréwnosci pomnozy¢ (podzieli€) przez t¢ sama licz-

be dodatnia lub ujemna, przy czym gdy mnozymy (dzielimy) obie strony nierownosci

przez liczbg¢ ujemna, to zwrot nieréwnosci zmieniamy na przeciwny.
Przyktady:
1. éx<2:> 3~—i—x<3-2, czyli x < 6;
2. ~2>6= =<, epylin<=3.

Aby poréwnac ze soba dowolne dwie liczby rzeczywiste, wystarczy zbadac ich roznice,
bowiem

a=bea-b=0;, a<besa-b<0;, a>besa—-b>0.

Nieréwnosci a > b i ¢>d majg ten sam zwrot, podobnie jak nieréwnosci a<b i c<d.
NierownosSci a>b i ¢<d lub a<b i ¢>d majg zwroty przeciwne.

Nieréwnosci @ >b oraz a <b nazywamy ostrymi.

Nieréwnosci a > b oraz a <b nazywamy nicostrymi. Nierownos$¢ a > b oznacza al-
ternatywe: a>b lub a=b. Nier6wno$¢ a > b czytamy: ,,a jest nie mniejsze od b”, zas
nieréwnos¢ a < b -, a jest nie wigksze od b”.

Ponadto odnotujmy, ze

~(a>b)ea<bh;, ~(a>b)ea<bh.

Uktad nieréwnosci o tym samym zwrocie a <b i b < ¢ zapisujemy w postaci a<b<c.
Jest wiec
a<b<cea<bAb<c.
Podobnie
a>b>cea>bAb>c; a<b<ceazbAb=>c.
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IV. Zbior liczb rzeczywistych

Pytania i zadania
1.

rzeczywistych?
2.

Podaj przyktady nieréwnosci o tym samym zwrocie i nierOwnosci o zwrocie przeciwnym.
Zbadaj, ktora z liczb jest wigksza:

a) 2 czy 3/1; b)3+2/5 czy 5+3./2; c)—% czy —

Wykaz, ze jezeli a<b i c<d,toa+c<b+d.

Rozstrzygnij, czy dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d, jesli a<b i c<d, to
a-c<b-d.

Jakie znasz podstawowe wtasnoSci relacji réwnosci i relacji nieréwnosci w zbiorze liczb

1 22

Too> d) — czy 3,1429.
Udowodnij, ze jezeli liczby a, b, ¢, d sa dodatnie oraz a<b i c<d, to ac<bd.
Wykaz, ze jezeli liczby a, b, ¢, d s3 ujemne oraz a<b i c¢<d, to ac> bd.
. Wykaz, ze:

a)(a-b>()<:>%>0) i <a~b<0@%<0>;
b)(a’<b’ia-b>0)e (0<a<b lubb<a<0).
9.

Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniajg nierOwnoSci

a+b<c+d, b+c<d+e,

ctd<e+a, d+e<a+b.Ktorazliczba, b, c,d jest najmniejsza, a ktora najwicksza?

10" Udowodnij, ze jezeli liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniajg nierownosci a + b + ¢ < 3d,
b+c+d<3a, c+d+a<3b, d+a+b<3c, tosarowne.

7. Dowodzenie nierownosci

na koncu zadaniach (zob. zadania 4, 6, 7 i 8).

W poprzednim podrozdziale przypomnieliSmy sobie szereg elementarnych wtasnosci
relacji nierownosci w zbiorze liczb rzeczywistych. Niektore z nich zawarte s3 w podanych

Wiemy zatem, ze nierownosci o tym samym zwrocie wolno dodawac stronami, ale nie
wolno odejmowaé! Przyktadowo, prawdziwe sg nierownoséci 8 < 10 12 <7, ale nie jest
prawdziwa nierownos¢ 8 — 2 < 10 — 7, to jest nierd6wnos¢ 6 < 3.

Wiadomo tez, ze mozna mnozyC stronami nierownosci o zgodnym zwrocie miedzy licz-
a<b<01ic<d<0, to ac>bd.

bami tego samego znaku, przy czym jeS§liO <a<b i 0 <c<d, to ac<bd, natomiast gdy

Nie wolno mnozy¢ nieréwnosci o tym samym zwrocie mi¢dzy liczbami przeciwnych
znakow, to znaczy nieprawda jest, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d, jesli

a<0<bi(0<c<d lub c<0<d), to ac<bd. Naprzyktad, z prawdziwych nieréwnosci
—3<4 1 2<3 musialaby wtedy wynika¢ nieréwno$¢ —3-2>4-3 albo z nierdwnosci
~-3<41i-2<3 —nierowno$¢ —3-(-2)>4-3,

Nie wolno tez dzieli¢ nierOwnoSci stronami; nie jest prawda, iz dla dowolnych liczb rze-
czywistycha, b, c,d jesli a<b i c<d,to < g, gdyz na przyklad z nierébwnosci 6 < 15
12 <5 (oczywiscie prawdziwych!) musialaby wynika¢ nier6wno$¢ g < %, ktora, jak widzi-
my, nie zachodzi.

Obecnie zajmiemy si¢ dowodzeniem rozmaitych nierownosci z zastosowaniem zaréwno
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7. Dowodzenie nierdwnosci

Przyklad 1. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b zachodzi nier6wnosé
a*+b*> 2ab,
oraz rozstrzygnij, kiedy a*+ b*= 2ab.
Rozwiazanie:
Zauwaz, ze a’+b’-2ab=(a- b)2> 0, gdyz kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest
nieujemny. Stad a’+b*>—2ab> 0 iostatecznie a’+b*> 2ab.
Ponadto widzimy, ze

a2+b2=2ab@a2+b2~2ab=0@(a—b)Z:O@a—b=0®a=b.

a

3 + -S = 2wtedy i tyl-

Przykiad 2. Udowodnij, ze jezeli a-b > 0, to % + % > 2, przy czym

ko wtedy, gdy a =b.

Rozwigzanie:

Wiemy, ze dla kazdych liczb a i b prawdziwa jest nieréwno$¢ a*+ b* > 2ab. Po podziele-
. . : ., a’+b> _2ab e

niu obu jej stron przez ab> 0 otrzymujemy nierdwnosé b > ab’ czyli nieréwnos§¢

% + % > 2. Ponadto widzimy, ze % + S =2 ea’+b’=2absa=b. C

Przyklad 3. Wykaz, ze dla kazdych trzech liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nieréwnos¢
a’*+b*+c?=ab+bc+ca

Rozwigzanie:

O Dia dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzg nieréwnosci a*+ b*> 2ab,

b’+c*> 2bc, c*+a’> 2, ktére dodane do siebie stronami daja nieréwnosé

a*+b*+b*+c*+c*+a*> 2ab+ 2bc+ 2ca, czyli nieré6wnosé

2 (a2+ b*+ c2) > 2(ab+bc+ ca).

Stad po podzieleniu obu jej stron przez 2 otrzymujemy zadang nieréwnos¢. U
Przykltad 4. Udowodnij, ze jezeli a>b i ¢>d, to ac+bd> ad+ bc.
Rozwigzanie:

Wykazemy, ze ac+bd—ad—bc> 0.
Istotnie,

ac+bd-ad—-bc=(ac-ad)—(bc-bd)=a(c—d)-b(c-d)=(a-b)(c-d) >0,

gdyz z zalozenia a—b>0 1 c—d> 0.

Przykltad 5. Wykaz, ze dla kazdych liczb rzeczywistych a i b zachodzi nieré6wnos¢
2
(az— b2> > dab(a— b)z.

Rozwigzanie:
_J PrzeprowadZmy najpierw analiz¢ tej nierdwnosci. Bedziemy przeksztaicac te nierdw-
nos¢, otrzymujac kolejno nieréwnosci jej rtownowazne. Mamy:

2
<a2 - b2> > 4ab(a - b)2 (korzystamy ze wzoru na roznicg kwadratow)
g
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IV. Zbidr liczb rzeczywistych

((a—b)(a+b)>2> 4ab(a—b)2 (potegujemy iloczyn)

g

(a- b)2 (a+ b)2 > 4ab(a— b)2 (przenosimy wszystko na lewg strong)

g

(a— b)2 (a+ b)2 —4ab(a— b)2 >0  (wylaczmywspolny czynnik (a — b) przed nawias)

0
a-b) ((a+b) - 4dab)>0 korzystamy ze wzoru na kwadrat sumy dwoch
y y
0 wyrazen)

a- b)2 (a2 - 2ab+ b2> >0 (korzystamy ze wzoru na kwadrat roznicy dwoch
" wyrazen)

Poniewaz ta ostatnia nier6wnos$¢ jest oczywiscie prawdziwa, wigc rowniez wszystkie
kolejno ja poprzedzajace nieréwnosci sa prawdziwe. Stad wnioskujemy, ze zachodzi
takze wyjSciowa nierdwnosc.

Przykilad 6. Udowodnij, ze jezeli m>—1,to m+ iz > 3.

Rozwiazanie: m

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, bedziemy dang nieréwnoS¢ przeksztaicac,
otrzymujac nierOwnosci rGwnowazne.

Mamy:

m+ — >3 (mnozymy obie strony przez m°)
g

m*+4 > 3m? (dodajemy do obu stron —3m?)
)

m*=3m’+4>0 (rozktadamy —3m*nam?®—4m?)
)

m+m’—4m*+4>0 (grupujemy wyrazy w pary)

g

<m3+ m2> -4 (m2 — 1) >0 (rozktadamy na czynniki)

g
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7. Dowodzenie nierownosci

m*(m+1)—4(m+1)(m-1)>0 (wylaczamy wspolny czynnik przed nawias)

(
g
(m+1)(m*=4m+4)>0 (zwijamy w kwadrat)
(i
(

Widzimy vszzigc, ze ostatnia nierownoS¢ jest prawdziwa, gdyz m+1 >0 (z zatozenia)
oraz (m—2) > 0. Wychodzac z niej, otrzymujemy prawdziwosé¢ wszystkich kolejno ja
poprzedzajacych nieréwnosci, a zatem i nierownosci zadania.(O
Przyklad 7. Wykaz, ze jezeli a+b>0, to a’+b*>a’b+ab”.

Rozwigzanie:
I sposob: ,

Wiadomo, ze (a—b) >0, czylize a’+b*—2ab> 0 iwreszcie a>—ab+b*> ab.

Mnozjc obie strony ostatniej nierdwnosci przez a + b, otrzymujemy nieréwnosé

(a +b)(a2— ab+ bz) >ab(a+b), gdyz a+b> 0.

Stad a’+b’>a’b+ab’, na mocy wzoru na sume szescianow.

IT sposdb:
Wykazemy, ze a’+b’—a*b—ab*> 0.

Mamy 0"+ (o) - ()
=a’(a=b)-b*(a-b)=(a-b)(a’~b*)=(a~b)(a=b)(a+b)=

2

=(a-b) (a+b)>0,
gdyz (a—b)2> 01ia+b>0 (z zalozenia).

Przyktad 8. Udowodnij, ze jezeli a+b> 0, to
Rozwigzanie:
O Bedziemy te nierownosé przeksztaicaé rownowaznie. Otdz
a’+b? <a+b>3 a’+b* _a’+3a’b+3ab*+ b’

> = >

= <
2 2 2 8

a+b> [a+b\
= .
2 2

e 4(a’+b*)>a*+3a’b+3ab’+b e 3(a+b%) > 3ab(a+b) &

sa’+b’zab(a+b).
A ta jest prawdziwa, o czym mieliSmy okazj¢ przekonac si¢ przed chwilg. Takze
wszystkie poprzedzajace ja kolejno nierdwnosci sg prawdziwe.
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IV. Zbiér liczb rzeczywistych

=1 Pytania i zadania
1. Udowodnij, ze jezeli a-b< 0, to % LY
2. Wykaz, ze: a4

a) (az—b2>2>(a——b)4 iesli a-b=0: b 2_ 2\ N
- » Jesita-b =1, )(d b)<(a b), jeslia-b<O0.

3. Wykaz, ze jezeli liczby a 1b sa dodatnie, to:
a) a+b S 2
2 1 U
a b
a
bZ

b
+—2.

b) at+b<
a

4", Udowodnij, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a i b zachodza nier6wnosci:

2
5

a)2a*+2b*>ab(a+b)

b)a*(b+1)+b*(a+1)=a*(b+b*)+b*(a+a’).

5°. Udowodnij, ze jezelia > 0,b > 0,c¢> 0,to ab(a+b)+bc(b+c) +ca(c+a) > 6abc.

6". Jas ma wage dwuramienng, ktorej ramiona nie sa rowne. Chcac odwazy¢ 2 kg cukru,
postepuje tak: ktadzie cigzarek 1 kg na lewej szalce, a na prawa sypie cukier az do
zrownowazenia; nastepnie oprozniwszy obie szalki, kfadzie cigzarek 1 kg na prawej
szalce, a na lewa sypie cukier az do zrownowazenia. Czy Ja§ odwazyl w ten sposob

mniej niz 2 kg, wigcej niz 2 kg, czy tez dokladnie 2 kg cukru?

8. Srednie liczb i zalezno$ci miedzy nimi

Srednia arytmetyczna n liczb rzeczywistych a,,a,, ...,a, nazywamy liczbg

ata,+...+a
An: 1 2 i’l.

|
|
L n

——

Na przyklad Srednig arytmetyczna liczb 1,2,3,4,5 jest liczba
:1+2+3+4+5:
5

As 3.

(4 . . .
| | Srednia geometryczng n liczb nieujemnych a,,a,, ...,a, nazywamy liczbg

G,="/a,-a, ... -a,

Na przyktad Srednig geometryczna liczb 3, 91 27 jest liczba
G:=Y39-27=3°+3%=09,
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8. Srednie liczb i zaleznosci migdzy nimi

Przykiad
Poréwnajmy Srednie liczb 1, 2, 3, 4, 5:
As=3, Gs=31-2-3-4-5=3/120
Widzimy, ze
As=3=3243>3120=G;.
Podobnie $rednie liczb 3,91 27:
_3+9+27
3
spetniajg nieréwnos$¢ A;> G.
ZaleznoSci te nie sg bynajmniej przypadkowe. Udowodnimy bowiem, ze zachodzi na-
stepujace twierdzenie:

A3 :13, G3:9

Twierdzenie

Srednia arytmetyczna kazdych n liczb nieujemnych a,,a,, ...,a,,(n> 2) jest nie
mniejsza od ich Sredniej geometrycznej, to znaczy zachodzi nieré6wnos¢

ata>t .. .+ta, = m
Z 1 s ... ne

n

() Dowdd. Zastosujemy indukcje matematyczng wzgledem n. Gdy n=2, mamy

2
al"iz'a2 __m: a1+a2—22«/a1a2 _ (\/;1_2\/;2) >0

>

skad % > /a, a,.

Wykazemy teraz, ze dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 1, jesli Srednia arytmetycz-
na kazdych n liczb nieujemnych jest nie mniejsza od ich §redniej geometrycznej, to Srednia
arytmetyczna kazdych n+ 1 liczb nieujemnych jest nie mniejsza od ich Sredniej geome-
trycznej. Niech zatem a,,a,, ...,a,,a, . beda liczbami nieujemnymi. Podstawmy

nn+1) n+1
(x)ayay ...-a,=A , 4,+ =B
, n+1 n . . .
Wowczas 2/a,-a, ...-a,=A , n+l/a,-a, ... a,a,.,=A -B inamocy zalozenia
indukcyjnego oraz wzoru x”—y”=(x—y)<x"‘ P R +xy”‘2+y”*1)
— otrzymujemy
ata,+...+ta,+a
1 2 n n+1'"n+l\/a1'a2'...'an'an+1:
n+1
aitat+...+ta
n- & 2I’l - @n+ . b aitar+...tan o
= —ntlar-az ... an-a = 0 Z
n+1 1 2 n n+1 = ( n
Z%Yarazx ... an )
n-n/aca, ... a,+a,,,
> Lt v aay Ay Gy = (na mocy (*))

n+1
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IV. Zbior liczb rzeczywistych

A" BT nA""'+B" '~ (n+1)4" B
o+l - n+1 -

(sprowadzamy do wspdlnego mianownika)

=n%1~(n~A”“+B”*l—nA"-B—A”B)z (grupujemy wyrazy)

1 n n n n n
:n+1'<"'A (A-B)—B(A _B )): (tozktadamy A" — B")
:nil-<n~A"(A—B)—B-(A—B)<A"1+A'lzB+...+AB"2+B"_1>>=

(wytaczamy A — B przed nawias)
A_B n n-1 n—2 2 n-1 n .
L -(n-A ~A" "B-A""B-.-AB"'-B )z (grupujemy wyrazy)
(P e I R VR
:i;f.(A"-I(A_B)+A"‘2(A2—Bz>+..,+A<A”“—B”’1>+<A”—B”>>:
2

_B — n-— n-—7:
:%-(A" AT (A B) A" (A ABB )t
+<A11—1+An72B+“‘+ABn—2+anl)))o’
skad

ata,+...+a,+a,,
n+1

>”+l\/a]‘az‘ 'anﬂn+1.D

Na mocy indukcji matematycznej wnioskujemy, ze twierdzenie nasze jest prawdziwe
dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 1.

Wykazali$my wigc, ze Srednia arytmetyczna liczb nieujemnych jest co najmniej rowna
ich Sredniej geometrycznej. Powstaje zatem naturalnie pytanie, kiedy te Srednie sg rowne?

Udowodnijmy teraz kolejne twierdzenie:

Srednia arytmetyczna n liczb nieujemnych a,,4a.,, ...,a, rowna jest ich Sredniej geome-

)
Twierdzenie i
trycznej wtedy i tylko wtedy, gdy a,=a,=... =a,. l

(
|
|
L

() Dowdd. Jesli a,=a,=...=a,, to

102



8. Srednie liczb i zaleznosci migdzy nimi

ata,+...+a na, 7
n= = =—=gq, oraz G,="/a,a,...a,="/a, =a,
n

n
irzeczywiscie 4,=G,,.

Zatozmy teraz, ze A,=G,. Wykazemy, ze wowczas a,=da,= ... =a,. Przypu$émy, ze
ktore$ dwie sposrod liczb ay,a,, ...,a, nie sa rowne. Niech na przykiad a,#a,. Wtedy

/;176/;2 oraz (/671—/572)2>0 czyli a;+a,>2 /a,a,.

Wobec tego

- (ai+a)+as+...+a, S 2 /a,a,+as+... +a,
n— -
n n

_Jaar+ /ala;+a3+...+an >/ /aray Jaja; ay ... a,=

(na mocy poprzedniego twierdzenia)
=n/a,a,as...a,=G,,
skad 4,> G, cozkoleijest sprzeczne z tym, ze A,=G,. Otrzymana sprzeczno$¢ dowo-
dzi, ze rzeczywiscie jesli 4,=G,,, to a;=a,=...=a,.l]

Zgodnie z udowodniong nieréwnoscia, jesli liczby a,,a,, ...,a, sa dodatnie, to
DR I
a, a, h a, _L ) 1 ) ) 1

n a, a, = a,

Nierownosc¢ ta jest rownowazna kolejno nieréwno$ciom:
1 1 1
—+—+ .+

a, a, a, S 1
=

b
n ’Z/al'az'...‘an
n
(*) naydy ... a, = 1 1 B

—+—+..+—
a, a; ay

Sredniq harmoniczna n liczb dodatnich a,,a,,...,a, nazywamy liczbe

Na przyktad Srednig harmoniczng liczb 1, 2 i 3 jest liczba

3 _3_18 _ ... 11 . 3 231
m—i—ﬁ, zas liczb 1,5‘,3 — liczba m—6—2.
2 2 3 6

Udowodniona przed chwilg nier6wnos¢ () pozwala wyciggnac nastgpujacy wniosek.

Whiosek. Srednia geometryczna n liczb dodatnich a,,a,,...,a, jest nie mniejsza od ich
Sredniej harmonicznej, przy czym S$rednie te sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy
a\=d,=...=4a,.
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IV. Zbiér liczb rzeczywistych

o

Srednia kwadratowa n liczb rzeczywistych a,,a,,...,a, nazywamy liczbe

a2+a2+ +a2
Kn: 1 2 n.
n

Na przyktad Srednia kwadratowa liczb 2, 4 i 8 jest liczba

2, 42, o2
2 +4;+8 - 4+1§+64=/8>?4=/278=4ﬁ-

Udowodnimy teraz nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie
Srednia kwadratowa kazdych # liczb rzeczywistych jest nie mniejsza od ich $redniej
arytmetycznej, czyli dla kazdych n liczb rzeczywistych a;,a,, ..., a, zachodzi nierdownos¢

2 2 2
/‘11 tapteta,  aitart.. ta,
n n

(J Dow6d. Zachodza nieréwnosci

2 2 2 2
(ai—a,) 20,(a,~a;) >0, ..., (a,—a,) 20,(a,~a;) >0,
2 2 2
(ay-a4) 20, ..., (a2=a,) =0, ..., (a,-1—a,) >0,
czyli nieréwnosci
2 2 2 2 2 2 2 2
a,ta,>2a,a,,a,tay>2a,a;,...,a,+ta,>0,a,+a; >0,
2 2 2 2 2 2
a,ta,>2a,ay,....,a,+a,>0,...,a,_ ta,>2a,_,ay,

ktére dodane do siebie stronami prowadza do nieréwnosci
2 2 2
(n— 1)((11 +a,+... +a,,> >2a,a,+2a,a;+...+2a,a,+2aas+2a,a,+ ...+

+2a,a,+...+2a,_,a,.

. s e g P 2 2 2
Po dodaniu do obu stron tej nieréwnoSci sumy a, +a,+ ... +a

» Ofrzymamy nierOw-
L. 2 2 2 2 L. , . . ;.
nos¢ n <a1 +a,+..+ a,,> >(a,+a,+ ... +a,), ktora jest rownowazna nierdwnosci

2 2 2 2
a,+a,+...+a (a1+a2+...+a,,>
b

t >
n n

za$ ta — nierdwnosci

2 2 2
/a1+a2+ ..ta

n >

n
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8. Srednie liczb i zalezno$ci migdzy nimi

Stad otrzymujemy ostatecznie, ze

2 2 2
/a‘ +a2-|’—1... Ty a1+a2-l’-1... Tl gdyz |x| >x dlakazdej liczby rzeczywistej x. )

I znowu pojawia sie pytanie, kiedy §rednia kwadratowa liczb rzeczywistych rowna jest
ich §redniej arytmetycznej?

Aby otrzymaé odpowiedz na to pytanie, wystarczy raz jeszcze przeanalizowac przed-
stawiony przed chwila dowdd. Zobaczymy, ze aby otrzymaé rowno$¢ w dowodzonej nie-
rownosci, musza zaj$é réwnoéci we wszystkich nieréwnosciach, od ktérych zaczgliSmy,
oraz musi zaj$¢ rownos$¢ w nierownosci \xl > X.

Whiosek. Srednia kwadratowa liczb rzeczywistych a,.a,,...,a, réwna jest ich Sredniej
arytmetycznej wtedy i tylko wtedy, gdy a,=a,=... =a,

Podsumujmy na koniec to, co otrzymalismy: dla dowolnych liczb dodatnich
a,,a,,...,a, zachodzg nierdbwnosci

2 2 2
a,+a,+..ta, _a+a+.. +a, n
= Zn/a;day ... Ay 2 1 1 1,

n n

T —
a a ap
przy czym
a+a..+a, ta,+ ...+
ata,+...+a n
! = = 2 n=4uh~ay.”~an: ,
n n 1 1 1
e
. a, a a
wtedy i tylko wtedy, gdy a,=a,=... =a,. b "

Pytania i zadania

1. Podaj okreslenie §rednich liczb: arytmetycznej, geometrycznej, harmonicznej i kwa-
dratowe;j.

2. Ktora z poznanych §rednich jest najwigksza, a ktora najmniejsza? Kiedy te Srednie s3
sobie rowne?

3. Oblicz wszystkie cztery srednie podanych przez siebie kilku liczb dodatnich.

4. W pewnym szpitalu przebywali tylko lekarze i pacjenci. Srednia wieku wszystkich leka-
rzy byta r6zna od §redniej wieku wszystkich pacjentow. Srednia obu tych liczb réwna-
ta si¢ $redniej wieku wszystkich przebywajacych w tym szpitalu. Kogo wtedy w tym
szpitalu bylo wigcej: lekarzy, czy pacjentow?

5. Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnicha ib

b

a
—+ =22
b a

6. Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢
a b b

—+—+—=2=3
b ¢ a

7. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢

ab(a+b)+bc(b+c) +ca(c+a) > 6abe.
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IV. Zbior liczb rzeczywistych

8. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢
(a+b)(b+c)(c+a)>8abe.

9. 0s liczbowa i przedziaty liczbowe

o

(Osiq liczbowa nazywamy prosta, na ktorej:

— obrano pewien punkt 0 zwany punktem zerowym lub poczatkiem osi liczbowe;j,

—jedng z polprostych o poczatku w punkcie 0 nazwano poiprosta dodatnia,

— ustalono jednostke, to znaczy obrano na potprostej dodatniej taki punkt 4, ze dtugoéé
odcinka OA jest rowna 1 (ryc. 4.1).

.

J

potprosta ujemna polprosta dodatnia
_ N Al
Y
O 4
Ryc. 4.1.

Majac oS liczbowg, mozemy kazdej liczbie rzeczywistej x przyporzadkowaé punkt P na-
stepujaco:
— Jezeli x>0, to P jest takim punktem poéiprostej dodatniej, ze dtugos¢ odcinka OP jest
réwna x;
- jezeli x< 0, to P jest takim punktem potprostej ujemnej, ze dtugos¢ odcinka OP wyno-
S1—X;
- jezeli x= 0, to przyjmujemy P = 0.
W ten sposob kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkujemy doktadnie jeden punkt osi.
Na odwrot, kazdy punkt na osi liczbowej odpowiada jedne;j liczbie rzeczywiste;.
Liczbe x, ktorej odpowiada punkt P, nazywamy jego wspdtrzedng i punkt ten oznacza-
my przez (x) lub po prostu przez x.
Na przyklad na rysunku ponizej zaznaczone sa punkty P=(4) iQ=(-2).

0=() 0 4 P=()

Ryc. 4.2.

Niech a i b beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze a < b.

o

Przedzialem otwartym o koficach a i b nazywamy zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x
takich, ze a <x<b, i oznaczamy go przez (a;b).

Na osi liczbowej przedzialowi otwartemu (a;b) odpowiada odcinek o koficach
A=(a)i B=(b) bez koficow tego odcinka (ryc. 4.3).
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9. 0$ liczbowa i przedziaty liczbowe

& DY .
A=(a) B=(b)

Ryc. 4.3.

Tak wige (a;b)={xE€R: a<x<b}.

o

Przedzialem domknietym o koncach a i b nazywamy zbi6r wszystkich liczb rzeczywistych
x takich, ze a <x<b, ioznaczamy go przez (a;b).

Przedziatowi domknigtemu (a;b) odpowiada na osi liczbowej odcinek o koncach
A=(a)iB=(b)(ryc. 4.4).

e Y -
A=(a) B=(b)
Ryc. 4.4.

Zatem <a;b> = {xER: a<x< b}.

O

Przedzialem lewostronnie domknietym o koficach a i b nazywamy zbior wszystkich liczb
rzeczywistych x takich, ze a <x<b, i oznaczamy go przez (a; b).

Przedzialowi temu odpowiada na osi liczbowej odcinek o koficach A =(a) i B=(b)
bez punktu B=(b) (ryc. 4.5).

f —— -

A=(a) B=(b)
Ryc. 4.5.

Tak wiec <a;b)={x€R: a<x<b}.

Podobnie okreSlamy przedzial prawostronnie domkniety (a;b> o koncach a i b
(ryc. 4.6), jako {xER: a<x< b}.

Ie 3 .

A=(a) B=(b)
Ryc. 4.6.

Przedzialem otwartym nieograniczonym z prawej strony o koficu a nazywamy zbior \g
wszystkich liczb rzeczywistych wigkszych od a 1 oznaczamy go przez (a:+ ).

Zatem (a;+o0) = {xeR: x> al.
Przedzialowi temu odpowiada na osi liczbowe]j polprosta o poczatku w punkcie
A =(a), bez tego punktu (ryc. 4.7).
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IV. Zbior liczb rzeczywistych

£ -
A=(a)

Ryc. 4.7.

Przedzialem domknietym nieograniczonym z prawej strony o koficu ¢ nazywamy Zbi(’)r)
wszystkich liczb rzeczywistych nie mniejszych od a i oznaczamy go przez <a; +00) (ryc. 4.8).J

Tak wiec <a;+oo) ={xeR:x>a}.

é -

A=(a)

Ryc. 4.8.

Przedziat ten na osi liczbowej jest potprosta o poczatku w punkcie A =(a) izwrocie
zgodnym ze zwrotem poOlprostej dodatniej osi.

Analogicznie okreSlamy przedzialy nieograniczone z lewej strony o koficu a:
— otwarty: (—oo;a)={x€R: x<a};
— domkniety: (—o0;a)={xeR: x<a}.

Zbior wszystkich liczb rzeczywistych odpowiada przedziatowi nieograniczonemu z obu
stron (—oo; + o).

Przyklad 1. Zaznacz na osi liczbowej punkty: —2; %; 1,5; 3.

Rozwigzanie:
-2 10 1,5 3
2
Ryc. 4.9.
- . . s 4
Przyklad 2. Zaznacz na osi liczbowej konstrukcyjnie punkty: T

Rozwigzanie:
Konstrukcje tych punktéw otrzymujemy, opierajac si¢ na twierdzeniu Talesa.
Konstrukcja punktu oE

Ryc. 4.10.

108



9. 0$ liczbowa i przedzialy liczbowe

Konstrukcja punktu %, a nast¢pnie punktu ~§:

Ryc. 4.11.

Przyktad 3. Zaznacz na osi liczbowej konstrukeyjnie punkty: /2, ——{i.
Rozwigzanie:

Konstrukeje tych punktéw otrzymujemy, opierajac si¢ na twierdzeniu Pitagorasa.
Konstrukcja punktu ,/2:

0 1 /2

Ryc. 4.12.

Konstrukcja punktu —{3—, a nastepnie punktu —é :

S

Ryc. 4.13.

Przyklad 4. Zaznacz na osi liczbowej przedzialy:

(=3:2); (=2:1) (=1:2); (=5:=5) (—oes=v/2) (=o0s 1) (3s+o0); (25 +00).
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IV. Zbidr liczb rzeczywistych

Rozwigzanie:
(-3.2) (-2.1)
-3 0 2 2 0 1 B
(-12) (-5.5)
10 2 - -5 0 5
(~o0.-/2) (~eo.1)
) A
—t + o t > >
~/2 0 0 1
</§,+oo> (2,+)
A ) A
0 - 0 2
Ryc. 4.14.

Przykitad 5. Dane sg przedzialy: A= <—2;3) 1 B= (1;5>. Wyznacz: ANB, AUB,
A\B, A, B'.
Rozwigzanie:

Ilustrujemy te zbiory na osi liczbowej i na tej podstawie otrzymujemy rozwigzanie:

A4
L 2 + ‘)—'————.—+——>
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
Y
B
Ryc. 4.15.

ANB=(1;3); AUB=(-2;5); A\B=(-2;1),
A =(—oo;2)U<3;+oo); B'=<—oo;1>U(5;+oo).
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10. Wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej

Pytania i zadania
1. Zaznacz na osi liczbowej punkty: —2,5; 0; 0,4; 2; 3 %
2. Skonstruuj na osi liczbowej punkty: %, —g, /3, /5,
3. Wyznacz: (—3;2)NC, (6;12) NN, <—1;9)ON.
4. Zaznacz na osi liczbowej przedziaty:
(~4:3), (-2:3), <—7%;3%), (-/3:/2) (-o/5) (/2i+00).
5. Zaznacz na osi liczbowej zbiory:
(0:2)n(1:4),  (=oo1)n(0:2), (=/2i400)N(=00;/3),  (=oos1)N(=2:+00),
((2-Du(-0) (La\(23) (-22)\(-22), (0:1)\(0:1)
6. Dane sa przedzialy: A=<—5;5>, B=<—7;2>. Wyznacz:
ANB, A'NB', AUB, A'UB', A\B, B\ 4, A\B, A\B', B'\A4, B'\A4".
7. Jakie warunki muszg spetniac liczby a, b, ¢, d, aby:
a)suma (a;b)U(c;d) byta przedzialem, b)(a;b) C (c:d)?

8. Nicch a<b. Coy 450 e (ab)

9. Niech a i b beda liczbami wymiernymi, przy czym a < b. Czy przedzial (a;b) zawiera
liczbe wymierng?

10. Warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej
Niech x bedzie dowolng liczbg rzeczywista.

Wartoscia bezwzgledna liczby x jest:
—ta sama liczbax, gdy x> 0,
—liczba —x (przeciwna dox), gdy x< 0.

Warto$¢ bezwzgledna liczby x oznaczamy symbolem | x| Tak wigc

|, gdy x>0,
[ = -x, gdy x<O0.

3

|- (-3)= 5 bl=0

Bezposrednio z definicji |x| wynika nastepujacy wniosek.

Na przyktad: ’2! =2

Whiosek. Ix jest zawsze liczbg nieujemna.

Ponadto, zgodnie z definicja pierwiastka arytmetycznego, J/x?= lx\ dla kazdej liczby
rzeczywistej x.

Warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej interpretujemy geometrycznie jako odlegtos¢
tej liczby na osi liczbowej od zera, bo ‘x‘ = ]x -0 [
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IV. Zbidr liczb rzeczywistych

‘ x=|x|)
,‘ x=lxl - gdy x>0
0 X
—x=|x |
: l - gdy x<0
X 0
Ryc. 4.16.

Poniewaz liczby przeciwne x i —x s3 potozone na osi liczbowej symetrycznie wzgledem
zera,

(=
i 0 ;

Ryc. 4.17.

stad otrzymujemy kolejny wniosek.
Whiosek. ‘—x‘ = ‘x‘ dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Ponadto z tatwoScia stwierdzamy, ze jezeli a > 0, to:

L |x|<asxe(-aa);

—a <x<a
o AN
q | _
-a 0 a
Ryc. 4.18.
2. |x|<asxe(-aa);
—a<x<a
A R
J— .
—'a 0 a
Ryc. 4.19.
3. |x[>aexe(—0ci—a)U(a+x)
x<-—a Xx>a
A A
—a 6 a -
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10. Warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej

4. M >aexE (—oo;—a>U<a;+oo);

=

< xza
A A
DY é -
-a 0 a
Ryc. 4.21.
5. |x|=zaexe{-aal
X=-a xX=aqa
W i
Ryc. 4.22.

Przykiady:
1. |x—l|<3@—3<x—1<3®—2<x<4@xe(—2;4);

-2<x<4
A

& f t t f DY >
-2 0 2 4

Ryc. 4.23.

2. |+ 1<5e-5<u+1<5e-6<u<do-3<x<2eoxe(-3;2)

-6<2x<4
AL
r N
-3<x<2
Al
® . : DY ® -
-6 -3 0 2 4
Ryc. 4.24.

x+1<-=5 x>4
S AL A
x<—6 x+1>5
A A
6 -5 -1 0 4 5
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IV. Zbiér liczb rzeczywistych

4. |-x+122e-+1<-2V-X+1>2e
@—3x<—3v—3x>1@x>1Vx<—%@
= —oo‘—l U<1'+oo)'

9 3 9 b

1

5. 3x—4:1@%x—1=—1V%x—1:1@%szv%x=2@x:OVx:4@

exe{0,4};

x+x=2x, gdy x>0
. 2: + =
6 x+/x— X lxl {x_x:()’ gdy x<0.

Wykazemy teraz jeszcze kilka wlasnosci wartosci bezwzglednej. Sformutujemy je jako
twierdzenia.

Twierdzenie 1.

Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodza nieréwnosci:
L|x|>x;

2.|x| = -x.

LJ Dowod.
1. Jezeli x>0, to |x|=x>x. Gdyza§ x<0, to—x>0 iwtedy |x|=—x> 0 >x. Jest wigc
zawsze |x| > x.

2. Poniewaz |x|=|-x| i |-x| > —x, wigc rzeczywiscie |x|>—x. ]

Twierdzenie 2.
Dla kazdych liczb rzeczywistych x iy zachodza réwnoSci:

L|x-y|=

2.

, (y#0).

-

x|_|x]
Iy

(J Dowdd.

1. Jedli x-y>0,to |x-y|=x-y:

oraz |x-y|=x-y=(-x) (~y

Jeslizas x-y<0, to [x-y|=—x~y:

oraz |x-y|=—x-y=x-(-y)=|x| |y} gdy x>01i y<O.
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10. Wartosc¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej

2. Zgodnie z 1. mamy

y:‘ﬁ.
y

X

y

, skad B—': O

||

_ X
| x| = y v

Twierdzenie 3.

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x iy zachodza nierdwnosci:

1.|x+y| <|x|+|y| (nierownos¢ trojkata);

2|l =1yl < |-y

&

UJ Dowod.
1. Poniewaz (zgodnie z twierdzeniem 1.)

—|x|<x<|x] i —|y|<y<|y

o

wigc po dodaniu tych nieréwnosci stronami otrzymujemy nierOwnos¢é

—(]x'+ |y‘) <x+y< (lx‘ +|y ),
ktora rownowazna jest nieroOwnosci

lx+y|<|x|+|y|
2. Zauwazmy, ze
bel= 1yl < [x=yl =
o= |x=y[<[x|=]y[<[x-yle
o= |x=yl<|x[=[y[Alx] =]y <|x-y] e
o |y[<lx+x=yl x| <|x=y|+]y]
Ale na mocy nier6wnosci 1. otrzymujemy
|y|:1x+(y—x)|<|x|+|y—x\:|x]+‘—(y—x)':ix|+[x—y] oraz
’x|:}(x—y) +y‘<‘x—y|+'y|. Zatem rzeczywiscie “x|—|y”<|x—y|. O
Whiosek. |x+y|=|x|+|y| s x-y>0.
Dowdd: Poniewaz |a| ‘= a’, wiec
2 2 2 2 2
[y =[x +]y| = |x+y[ = ([ +]y]) & (x+y) =[x] +2[x]-[y] + |y =
cax2+2xy+y2:x2+2|x~y|+y2<:>x~y:|xly‘@x-y>O.

Przyktad. Dla jakich x zachodzi rownos¢ ‘xl +5= |x+ 5
Rozwigzanie:
Zgodnie z udowodnionym przed chwilg wnioskiem, otrzymujemy:

‘x‘+5=|x+5‘(:»‘x|+|5|:|x+5|4:5-x>0<:>x204:x€<0,+oo).
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IV. Zbidr liczb rzeczywistych

Pytania i zadania

1. Co to jest warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej?

2. Jak interpretujemy geometrycznie wartoS¢ bezwzgledna?
3. Podaj podstawowe wtasnosci wartoSci bezwzgledne.

4. Do jakiego przedzialu liczbowego nalezy x, jesli:

a)|lx—1|=x-1  b)|[x-2|=2-x ¢ X —6x+9=3-x; d)x+/?=0.
5. Przedstaw w najprostszej postaci wyrazenia:

, gdy O0<x<[; b)\/x2—4x+4+/;, gdy 1<x<2;

a)|x— 1]+ |x|+]x-2

C)\x—1‘+—x~—|x+1, gdy —1<x<0.
X
6. Jaki warunek spetnia \x , jesli:
a)xe (-2;2) b)x€<0;3>;

oxe(-LNU(li+c);  d)xe(—00;=5)U(5~00)?

7. Upro$¢ wyrazenia:

2
a)M; b) (x+ 1); o) X+/?_
x=2 |x+1 2x
8. Dla jakich x zachodzg roéwnoSci:
a)|x|+2=[x+2)  b)[3-x|=4
¢)|x|-3=]x-3] d)[2x—1|=|x+2]?

9. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi rowno$¢

[x+2\x‘]2+[x—2|x\]2:x2.

10. Wiadomo, ze a>b >0 oraz a’ +b’ = 6ab.

a+
Wyznacz .
y a->b

11. max {a, b} oznacza nie mniejsza z liczb a i b, za§ min {a, b} —nie wickszg z liczb a 1 b.
Udowodnij, ze

a) max { x, -x}= |x|;

b) max{x,y}:%(x+y+ lx—y );

c)min{xy}= %(ery— \x—yl).
12".Wykaz, ze dla dowolnych réznych od zera liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi rownos¢
|b—a|+b+a_g |b—a|l b+a 2 {1 1 1}

+ +—==4
|ab| ab ¢ |ab| ab ¢ M

a b c
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11. Rdwnania i nierownosci z wartoscig bezwzgledng

11. Rownania i nieréwnos$ci z wartoscig bezwzgledna

Rozdzial ten poswigcimy rozwigzywaniu rownan i nierownosci z wartoscig bezwzgledna.
Przykiad 1. Rozwiaz rownanie: %x— 1|=3.
Rozwigzanie:

Poniewaz warto$¢ bezwzglgdna rowna 3 maja liczby -3 1 3, wiec

1
2xl

_ 1o y__2yl,. = 1o syl - -
—3«:»2x 1= 3V2x 1—34:2)( 2V2x 4 ex 4Vvx=_8.

Rozwigzaniami tego rOwnania sg liczby —4 1 8.

Przyklad 2. Rozwiaz réwnanie: |2x+3|=|7 — x|
Rozwigzanie:

Kiedy dwie liczby maja rowne wartosci bezwzgledne? OczywiScie wowczas, gdy sg row-
ne lub przeciwne. Zatem

\2x+3‘=|7—x{4:»2x+3:7—x\/2x+3:—(7—x)<:

e 3=4V2a+3=x-T ox=3Vrx=—10.

Rozwigzaniami danego rownania sg wigc liczby —10 1 %.
Przykiad 3. Rozwiaz rOwnanie: H3x— 2|— 1|: 2.
Rozwigzanie:

Rozumujac, jak w przyktadzie 1., otrzymujemy:
[3x=2]-1]=2 e 3x-2|-1==2V|%k-2|-1=2e

& |3x=2|==1V|3x-2|=3e|3x-2|=3
(jako, ze pierwsze rownanie jest sprzeczne, bowiem |3x— 2| > 0),
©3-2=-3V3-2=3e3r=-1Vi=5ex=-; V=1,

3
. L . . . 1.5
Zatem rozwigzaniami tego rOwnania sg liczby —= i

303
Przyklad 4. Rozwiaz rownanie: |x— 3|+ |x+4[=9.
Rozwiazanie:
Musimy najpierw przedstawi¢ w najprostszej postaci wyrazenie
|x=3|+|x+4|

W tym celu badamy znak kazdego z wyrazed x+4 i x—3 w przedzialach: (—oc; — 4),
<—4; 3) i (3; +o0). Na przedzialy te rozbily o liczbowa miejsca zerowe tych wyrazen, to
jest liczby —4 i 3. Poniewaz

—X—4-x+3=-2-1,

gdy x<—4,
|x+4]|+]x=3|=1 x+4-x+3=7,

gdy —4 <x<3,
x+4+x-3=2x+1, gdyx=3,
wigc

‘x—3‘+|x—4|=9¢f>
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IV. Zbidr liczb rzeczywistych

e (-2a-1=9Ax<=4)V(2+1=9Ax>3) e
& (-2=10Ax<-4)V(2x=8Ax>3)
ex=—5Vx=4
Rozwigzaniami tego rOwnania sg liczby —5 1 4.
Przyklad 5. Rozwiaz rownanie 2|x+6|—|x|+|x—6|=18.
Rozwigzanie:

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, nalezy najpierw przedstawi¢ w najprostszej
postaci lewg strong rownania. Rozwazajac ja w kazdym z przedziatow:

(—00;—6), <—6;O) <O 6) i <6 + 00 ), otrzymujemy

—2(x+6)+x-x+6=-20-6, gdy x<—6,

2(x+6)+x—x+6=2x+18, gdy —6<x<0,
2]+ 6] = || +[x-6]= 2(x+6)—x-x+6=18, gdy 0<x<6,

2(x+6)-x+tx—6=2+6, &Iy x=6

Stad 2|x+6|—|x|+|x-6|=18
o (-2-6=18Ax<=6)V(2x+18=18A-6<x<0)V(18=18 A0 <x<6)V
V(2x+6=18Ax>6) exe {12} U(0:6).
Zatem zbiorem rozwiazan danego réwnania jest {—12}U(0;6).
Przyklad 6. Rozwiaz uktad rownar
k|x+1\+|y—1|:
|x+1]=4y—4.

Rozwigzanie:
Dany uktad rownan jest rownowazny kolejno uktadom:
lx+ 1|+ |y-1|=
{|x+ 1‘ =4 (y— 1), (podstawiamy w pierwszym réwnaniu 4 (y— 1)
w miejsce | x+ 1|, oraz zamiast |y— 1| piszemy
ot 1| ) = (y— 1), cowynika z drugiego réwnania uktadu)
x+1|=

o
[w
{

x+l‘
y-



11. Réwnania i nierownosci z warto$cia bezwzgledna

‘x+1l=4
y=2.
A poniewaz

|x+1|=4ex+1=—4Vx+l=4ex==5Vx=3
wigc

|x+1\=4 x==5 x=3
= \%
y=2 y=2 y=2.

Rozwigzaniami tego uktadu rownar sa pary (=5,2) i (3,2).

Przyklad 7. Rozwiaz nieréwno$¢ |x+2|> 3.
Rozwigzanie:

Korzystajgc z interpretacji geometrycznej wartosci bezwzglednej, otrzymujemy

|x+2|>3ex+2<=3Vx+2>3ex<-5Vx>1exe (-0 -5)U(l;+w).

x+2>3
Al N A

P

(

S

3 0 3

Ryc. 4.26.

Wobec tego zbiorem rozwigzan danej nierownosci jest (—oo; = 5) U (1;+o0).
Przyklad 8. Rozwiaz nieréwnos¢ |2x—1|<7.
Rozwigzanie:

Rozwigzad te nierownos$¢ oznacza geometrycznie znalez¢ takie liczby x, dla ktorych od-
leglosé liczby 2x— 1 na osi liczbowej od zera nie przekracza 7.

Wobec tego
-7< 2x\—l <7
. : o
=7 0 7
Ryc. 4.27.
Stad

|2-1|<Te22-12-TA%-1<T e
e2xX>2-6AN2x<8 o
@x>—3/\x<4@xe(—3;4>.

Zatem zbiorem rozwiazan danej nieréwnosci jest (—3; 4).

Przykiad 9. Rozwiaz nierownos¢ |x— 1|+ |x—5|> 8.
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IV. Zbiér liczb rzeczywistych

Rozwigzanie:

Najpierw nalezy przedstawi¢ w najprostszej postaci wyrazenie |x— 1|+ |x—5| Miej-
sca zerowe wyrazen x— 11 x—5, to jest liczby 11 5, rozbijaja of liczbowa na przedzialy:
(—o0; 1), <1;5) i <5; +00).

Badajac znak kazdego z wyrazen x— 11 x—5 w tych przedziatach, otrzymujemy

—Xx+1-x+5=-2x+6, gdy x<1,
|x——ll+‘x—5!= x—1-x+5=4, gdy 1<x<5,
x=1+x=-5=2x-6, gdy x>5.

Stad widzimy, ze

|x=1|+|x=5[>8 =

& (~20+6>8Ax<1)V(2%-6>8Ax>5)

& (A<=2Ax< )V (2> 14Ax>5) &

& (x<=1AX<)V(x>TAx>5) &

ex<-1Vx>Te

exe (—o0;—1)U(7;+ ).

Zbiorem rozwiazan tej nieréwnosci jest (—oo; — 1) U (7; + o).

Przykiad 10. Rozwiaz nierowno$¢ |x+2|—|x—1|+|x-3|< 4.
Rozwigzanie:

I znowu, najpierw upro$¢my lewa stron¢ danej nierdwnosci, rozwazajac przedzialy
(=005 =2), <—2; 1), (1;3), <3; + o0 ). Otrzymujemy:

—x=2+x—-1-x+3=-x, gdy x<-2,
X+2+x—-1-x+3=x+4, gdy —-2<x<1,
X+2-x+1-x+3=-x+6, gdy 1<x<3,
X+2-x+1+x-3=x gdy x> 3.

|x+2|=|x=1]+|x=3|=

Stad

|x+2|=|x=1]+]|x-3|<4 &

e (-x<4Ax<=2)V
V(x+4<4n-2<x<)V(=x+6<4A1<x<3)V(x<4Ax>3) e
e —-4<x<-2V=-2<x<0V2<x<3V3i<x<de
e—-4<x<0V2<x<4.

Zatem

|x+2|-|x=1|+]|x=3|<4 sxe(-40)U(2;4).

Zbiorem rozwigzafi danej nierownosci jest (—4;0) U (2;4).
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12. Btad przyblizenia. Szacowanie wartosci

Pytania i zadania Tf%}j
1. Rozwiaz réwnania:

a)|x—3[=2; b)[x+2[-3=0; o)|lx-4][-2|=3;

dy|s-|6-x||=1 e)]2x—3|= f)|x+3|+]x—4|—

g)|x|+|x—1]= h)“x+3] |lx=1||=
2. Znajdz wszystkie hczby calkownex spetniajace rownanie 3|x — 1\ 2x=2 |3x+ 1|
3. Znajdz wszystkie pary (x,y) liczb naturalnych spetniajgce rownanie
|x=2|+|y=3]=3~-».
4. Rozwiaz uktady rownan:

{3]x|+2y:1 {|x— 1 +|y=-5]=1

2= |y|=4; |x=1|=y-5.
5. Rozwiaz nieréwnosci:
a)|x—=5|<1; b)|2x-3| > 5; c)|2-3x|>7;

d)[x—1|-|x+2[<9; e)2|x=3|<|x|+2; £)[4 —x|+ 2| x+1|>| x|+ 2+ 2;
[x=1] L1x=2 [x=2|

< 3.
x—1 x—2

oll-1-1-11<t m-3<2

12. Btad przyblizenia. Szacowanie wartosci

Niemal kazdego dnia zachodzi potrzeba wykonywania obliczen. Czgsto zalezy nam tyl-
ko na oszacowaniu pewnych wielkosci i wtedy postugujemy si¢ przyblizeniami, popetnia-
jac dopuszczalny btad. Przyblizamy zar6wno liczby wymierne, jak i tym bardziej liczby
niewymierne. Sg to zazwyczaj przyblizenia dziesi¢tne.

o

[Jeieli a jest przyblizeniem liczby a,, to rOznice¢ a —a, nazywamy bledem tego przybli- ]
Zenia.

Gdy a—-a(<0, to a nazywamy przyblizeniem z niedomiarem, gdy zaS a—a,> 0, to
a nazywamy przyblizeniem z nadmiarem liczby a,.

Przyjmijmy oznaczenie b =a - a,.

Liczbg —b (przeciwng do b) nazywamy poprawka.

o

Bledem bezwzglednym przyblizenia a liczby a, nazywamy liczbe lb‘ = |a - a0|,

|a 001

za$ bledem wzglednym nazywamy liczbe

Przyklad. Zmieniajac utamek 272 na utamek dziesi¢tny, otrzymamy
3,142857142857142857...
Mozemy tutaj poprzestaé na jednym z przyblizen dziesigtnych:
3;3,1; 3,14; 3,142; 3,1428; ...
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IV. Zbior liczb rzeczywistych

Jesli utamek % zastapimy przyblizeniem dziesi¢tnym 3,14, to napiszemy % =~ 3,14,
(znak = czytamy: ,,rowna si¢ w przyblizeniu”). I wéwczas popelnimy biad:

22 7 1 _49-50 1
b:314__:——"——: g
' 7 50 4 350 350°

blad bezwzgledny:
22 1

a3 T
za$ biad wzgledny:
1 1

—:3,14=——.

350 3 1099

Zdarza si¢, ze mamy liczbg dziesietng i chcemy jg zaokragli¢, czyli pewna liczbe jej
koncowych cyfr zastapi¢ zerami. Stosujemy wowczas nastepujaca regule zaokraglania.
Jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr jest 0, 1, 2, 3 albo 4, to ostatnia z zachowanych cyfr

pozostawiamy bez zmiany. Na przykfad % =3,142857142857... = 3,14.

Jezeli za$ pierwsza z odrzuconych cyfr jest 5, 6, 7, 8 albo 9, to ostatnig z zachowanych
cyfr zwiekszamy o 1, przy czym jezeli jest nig 9, to zastepujemy ja zerem i zwickszamy
o | poprzednia cyfre itd. Na przyktad:

% =3,142857142857... = 3,143;

2 =3,142857142857... ~ 3,1429.

W obliczeniach opartych na przyblizeniach pojawia si¢ pojecie cyfry znaczacej.

Cyfra znaczaca przyblizenia dziesigtnego jest kazda z cyfr od 1 do 9 oraz 0 wystepuja-
ce migdzy nimi, a ponadto zera koncowe — oznaczajace brak jednostek odpowiedniego
rzedu.

Cyframi znaczacymi nie sg zarOwno zera poczatkowe, jak i koncowe otrzymane w wy-
niku zaokraglenia. Na przykiad:

— liczba 2001 ma cztery cyfry znaczace,
— liczba 0,0398 ma trzy cyfry znaczace, a jej zaokraglenie 0,04 ma tylko jedng cyfre zna-

czjca, mianowicie 4.

Algorytm wyciagania pierwiastka stopnia drugiego
Objasnimy go na kilku przyktadach.

Przykiad 1. Oblicz ,/3996001.
Rozwiazanie:

Dzielimy liczb¢ podpierwiastkowa na klasy po dwie cyfry, poczynajac od przecinka dzie-
sigtnego w obie strony (w naszym przyktadzie od prawej do lewej) /3.99.60.01 (skrajna
klasa moze by¢ jednocyfrowa — tak jak w tym przyktadzie). Nast¢pnie dobieramy najwick-
szg liczbe¢ jednocyfrowa, ktorej kwadrat nie przekracza 3; jest nig 1. Cyfra 1 jest pierwsza
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12. Btad przyblizenia. Szacowanie wartosci

cyfra rozwiniecia dziesietnego ,/3996001. Kwadrat cyfry 1 piszemy pod 3 i odejmujemy
go od niej. Otrzymujemy tak zwana pierwsza reszt¢: 3 — 1 = 2. Za tg reszta dopisujemy
kolejno cyfry nastepnej klasy: 99. Mamy:

/3.99.60.01=1
1
299 2x-x

Pierwsza cyfre szukanego rozwinigcia (tutaj 1) podwajamy i dopisujemy taka najwigk-
sz cyfre x, aby iloczyn 2x-x (tj. liczby dwucyfrowej 2x i cyfry x) nie przekroczyt 299. Cy-
fra tg jest 9. Jest to druga cyfra szukanego rozwinigcia, wpisywana za cyfrg 1. Mnozymy
29-9 =261 ipiszemy ten iloczyn pod liczba 299 i odejmujemy od niej. Otrzymujemy tak
zwang drugg resztg: 299 — 261 = 38.

3.99.60.01=19

1

299 29-9
261

=3860
Za cyframi 38 dopisujemy kolejno cyfry nastepnej klasy. Liczbe utworzong z pierw-
szych dwoch cyfr szukanego rozwinigcia, 19 — podwajamy 2 - 19 =38 i dopisujemy taka
najwicksza cyfre y, aby iloczyn 38y-y (tj. liczby trzycyfrowej 38 y i cyfry y) nie przekro-
czyt 3860. Cyfra tg jest znowu 9 i proces ten kontynuujemy az do otrzymania ostatniej ze-
rowej reszty. Oto algorytm w catoSci:

/3.99.60.01 = 1999

1
299 299
261

=3860 (3899
3501

3590113989 -9
35901

Zatem /3996001 = 1999.

Przykiad 2. Oblicz /32 z dokladnoscia do 0,01 (czyli z bledem bezwzglednym mniej-

szym od 0,01).
Rozwigzanie:
_ obliczenia pomocnicze
/32,00.00=5,65| 5 35 6°5 32
25 2:5=10
pierwsza reszta—— =700 106-6 | 106-6 <700, 107-7>700
636 2-56=112
druga reszta—— =6400[1125-5|1125-5<6400
5625 1126 -6 > 6400
trzecia reszta—— =775
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IV. Zbior liczb rzeczywistych

Po otrzymaniu trzeciej reszty kofnczymy rachunek, gdyz
5,65<,/32<5,66.
Stad /32 = 5,65 z doktadnoscia do 0,01.

Przyklad 3. Oblicz /0,0319 z doktadnoscia do 0,001.
Rozwiazanie:

obliczenia pomocnicze
/0,0319.00=0,178 | 1,2 0.03. 0.2°>0.03
. ! 27-7<219, 28-8=224>219
pierwsza reszta—-— 219  |27-7 348 -8 <3000, 349-9=3141>3000
189
druga reszta——=3000(348 -8
2784
trzecia reszta—— 216

Po otrzymaniu trzeciej reszty konczymy obliczenia, gdyz
0,178 < /0,319 < 0,179.
Zatem /0,319 = 0,178 z doktadnoscig do 0,001.

Przyklad 4. Oblicz /2 z doktadnoscia do 0,0001.

Rozwigzanie:
/2= /2,000000.00 = 1,4142
1

pierwsza reszta—— 100 [24-4
96

druga reszta—— =400 |[281-1

281
trzecia reszta—— 11900 ‘28244

11296

czwarta reszta—— =60400 ‘28282 2

56564
piata reszta—— =3836 [

z doktadnoscig do 0,0001

Na otrzymaniu pigtej reszty kofczymy obliczenia, gdyz 1,4142 < /2 < 1,4143.
Zatem /2 =1,4142 z doktadnoscia do 0,0001.

\%& Pytania i zadania

1. Co to jest: blad przyblizenia, poprawka, blad bezwzgledny, btad wzgledny, cyfra znaczaca?
2. Omow regule zaokraglania.
3. Oblicz: a) /2916; b),/9604; c¢),/12321.
4. Oblicz: ‘
a),/73,4 z doktadnoscig do 0,001; b),/0,79 z doktadnoscia do 0,001;
¢),/0,00092 z doktadnoscia do 0,0001.
5. Oblicz 1,2-9,0909 z doktadnoscia do trzech miejsc po przecinku.
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1. Pojecie funkcji, funkcja liczbowa i jej wykres

V. Funkcje

1. Pojecie funkciji, funkcja liczbowa i jej wykres

Pojecie funkcji znane ci juz jest z gimnazjum. Z funkcjami mamy tez do czynienia w zy-
ciu codziennym. Powtdrzymy sobie zatem to, co juz wiemy o funkcjach, oraz poszerzymy
nieco te wiedze. Najprosciej rzecz ujmujac, funkcja jest dana, gdy znamy sposob przypo-
rzadkowania wartoSci funkcji warto$ciom zmiennej niezalezne;j.

Przyklad 1. Wybierajac sie w podroz koleja, kupujemy bilet. Cena biletu jest zalezna od
dtugosci drogi, ktora chcemy pokonaé pociagiem. Mamy tutaj przyporzadkowanie: dtugo-
$ci drogi przyporzadkowujemy ceng biletu na pociag, ktérym chcemy te droge odby¢. Ce-
na biletu jest wigc funkcja dtugosci drogi.

Przyklad 2. Sprawdzamy na termometrze za oknem temperaturg powietrza w danej
chwili. Temperatura ta zalezna jest od momentu, w ktorym ja mierzymy. Mamy wigc tu
przyporzadkowanie: danej chwili przyporzadkowujemy liczbe stopni odczytywang na ter-
mometrze. Mozemy wiec powiedzieé, ze temperatura powietrza jest funkcjg czasu.

Przykiad 3. Wszystkich uczniow twojej klasy wpisywano w porzadku alfabetycznym na li-
ste w dzienniku. Przyporzadkowano wigc tutaj kazdemu uczniowi okreSlony numer na li-
Scie w dzienniku.

Przyklad 4. Niech a oznacza dtugo$¢ boku kwadratu, zas d — dtugo$¢ jego przekatnej.
Oczywiscie zachodzi wzor d=a /2. Dlugosé przekatnej kwadratu jest wigc funkcja dtu-
gosci jego boku.

Widzimy zatem, ze z pojeciem funkcji mamy do czynienia, gdy badamy stosunki zacho-
dzace miedzy rozmaitymi wielko$ciami. Zdarzy¢ si¢ moze, ze dwie wielkosci sg w pewnych
warunkach tak ze sobg zwiazane, ze kazda wartos¢ pierwszej z nich odpowiada Scisle war-
tosci drugiej. Mowimy wtedy, ze ta druga wielkoS¢ jest funkcjg tej pierwszej.

Przejdzmy teraz do ogdlnego okreSlenia funkcji.

Niech X i Y bedg dwoma niepustymi zbiorami.

Funkcja okreslong na zbiorze X i przyjmujaca wartoSci ze zbioru Y albo odwzorowaniem
zbioru X w zbior Y nazywamy przyporzadkowanie kazdemu elementowi ze zbioru X jed-
nego elementu ze zbioru Y.

W podreczniku naszym funkcje bedziemy tradycyjnie oznaczac literami f, g, h.

Zdanie: ,,Funkcja f jest okreslona w zbiorze X i przyjmuje wartosci w zbiorze Y zapi-
szemy nastepujaco: f: X — Y.

Zbior X nazywamy dziedzing (albo zbiorem okreslonosci) funkcji f, a jego elementy
— argumentami.

Jezeli w odwzorowaniu f zbioru X w zbior Y elementowi x zbioru X odpowiada ele-
ment y zbioru Y, to mowimy, ze funkcja f przybiera w punkcie x wartos¢ y. WartoSc t¢
oznaczamy zazwyczaj symbolem f (x) Piszemy wowczas y=f (x) Czesto sama funkcje f
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V. Funkcje

oznaczaé bedziemy tez symbolem f(x), a zwrot: ,,dana jest funkcja f(x)” odczytamy:
»zostata okreslona funkcja f, ktorej warto$¢ w punkcie x jest rowna f (x) 7.

)

Zbiorem warto$ci funkcji f: X — Y, nazywamy zbior tych elementéw zbioru Y, ktére sa
wartoSciami tej funkcji.

Zbior wartosci funkcji f: X — Y oznaczamy symbolem f(X).
Tak wigc

F)={yer V y=rn}

Zgodnie z definicja funkcji, w zbiorze Y moga, wystgpowac elementy, ktérym nie przy-
porzadkowano zadnego elementu zbioru X.

Whiosek. Jezeli f: X —Y,to f(X)CY.

Jezeli funkcja f: X —Y spelnia dodatkowo warunek: dla kazdego elementu y ze
zbioru Y istnieje element x ze zbioru X taki, ze y=f(x), to moéwimy, ze funkcja f odwzo-
rowuje zbior X na zbior Y. Wtedy f(X)=Y.

Funkcje f:X —Y nazywamy funkcja zmiennej rzeczywistej, gdy jej dziedzina X za-
warta jest w zbiorze R liczb rzeczywistych (tzn. X C R).

Jezeli zbior Y C R, to méwimy, ze f jest funkcja o wartos$ciach rzeczywistych (lub kro-
cej: funkeja rzeczywista). Funkcj¢ rzeczywista zmiennej rzeczywistej nazywamy tez funk-
cja liczbowa. W dalszym ciagu naszego podrecznika funkcj¢ liczbowa nazywac bedziemy
po prostu funkcja.

Przyklad 5. Kazdemu prostokatowi przyporzadkujmy jego obwdd. Otrzymujemy w ten
sposdb funkcje f: X — Y, gdzie X jest zbiorem prostokatow, zas Y C R. Jest to wiec funk-
cja rzeczywista, ktorej argumentami sa prostokaty.

Przykiad 6. Kolejnym liczbom catkowitym dodatnim 1, 2, 3, 4,... przyporzadkujmy kolej-
ne miesigce roku kalendarzowego, a wigc liczbie 1 odpowiada styczen, liczbie 2 — luty,
liczbie 3 — marzec, ..., liczbie 12 — grudzien, liczbie 13 — styczen itd. Mamy tu funkcje
f:N—Y,gdzie N.={1, 2, 3, 4,...}, za Y jest zbiorem wszystkich miesi¢cy roku kalenda-
rzowego. Jest to przyktad funkcji zmiennej rzeczywistej (bo N+ C R), ktorej wartosci nie sa
liczbami rzeczywistymi.

Przyklad 7. Kazdej liczbie rzeczywistej x przyporzadkujmy jej warto$¢ bezwzgledna | x|.
Otrzymamy funkcje f:R — R, ktorej zardwno argumenty, jak i wartosci sg liczbami rze-
czywistymi. Jest to wiec funkcja liczbowa.

Niech f:X — Y bedzie funkcja liczbowa, to znaczy niech X, Y C R. Funkgji takiej od-
powiada pewien zbior punktow na plaszczyznie. Zbior ten nazywamy jej wykresem. Aby
okresli¢ dokfadnie, co to jest wykres funkcji, nalezy najpierw wprowadzi¢ na plaszczyZznie
uktad wspoirzednych. W tym celu obieramy dowolnie dwie wzajemnie prostopadte osie
liczbowe, takie ze ich punkt przeciecia O jest poczatkiem kazdej z nich. Jedna z tych pro-
stych nazywamy osig odcigtych i oznaczamy litera X, a druga — osia rz¢dnych i oznaczamy
litera Y. Na og6l na obu tych osiach przyjmujemy wspdlng jednostke (ryc. 5.1).
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1. Pojecie funkcji, funkcja liczbowa i jej wykres

o 1 X

Ryc. 5.1.

I wowczas kazdej parze (a,b) liczb rzeczywistych odpowiada pewien punkt P na ptasz-
czyznie okreslony nastgpujaco: znajdujemy na osi X punkt P; o wspolrzednej a, zas na osi
Y - punkt P, o wspoirzgdnej b. Nastepnie prowadzimy przez te punkty proste /, i/, prosto-
padte odpowiednio do osi X i do osi Y (ryc. 5.2). Punkt przecigcia tych prostych — to wta-
$nie punkt P odpowiadajacy parze (a,b). Liczby te nazywamy wspotrzednymi punktu P:
a —jego odcieta, b — rzedna.

Piszemy wtedy P=(a,b).

[Pap) Py(b) L

Py(a) o X

Ryc. 5.2.

Opisane wyzej odwzorowanie zbioru wszystkich par liczb rzeczywistych na zbior
wszystkich punktéw plaszczyzny jest wzajemnie jednoznaczne: kazdej parze liczb rzeczy-
wistych odpowiada doktadnie jeden punkt na plaszczyznie i na odwro6t: kazdy punkt na
plaszczyZnie zostaje przyporzadkowany doktadnie jednej parze liczb rzeczywistych.

Powr6émy teraz do pojgcia wykresu funkceji. Sporzadzaniem wykresow funkc;ji linio-
wych zajmowates si¢ juz w gimnazjum. Aby sporzadzi¢ wykres jakiejs funkcji f, postepuje-
my tak: wybieramy liczbe a z dziedziny tej funkcji oraz wyznaczamy jej wartos¢ b=f (a).
Otrzymujemy par¢ (a,b), ktora na ptaszczyznie z prostokatnym uktadem wspotrzednych,
zwanej krotko: plaszcezyzng wspoélirzednych, wyznacza pewien punkt. Szukamy takich
punktow dla wszystkich argumentow x funkcji f. Zbior otrzymanych w ten sposob punk-
tow jest wykresem funkcji f.
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V. Funkcje

0 Wykresem funkcji liczbowej f: X — Y nazywamy zbior
W= {(;gf(x)):xeX}.

Przykiad 8. Wykresem funkcji f: X — Y, gdzie X= {—2, -1,0,1, 2} i f(x) =2x—1,

jest zbidr
{(=2.7(=2)) (=LA (=1):-(0.£ (0))- (LA (D)) (2.£(2))
(1,1).(2,3)}.

~—

czyli zbior {(=2,-5).(-1,-3).(0.— 1

S~

Y 4
4 |
34 °(2,3)
21
b
o S S R
o X
(0,-1)¢ -1
)
(-1,-3)e {-3
-4
(-2,-5)e 1-5
Ryc. 5.3.

Przyklad 9. Wykresem funkcji f(x)= % jest zbior {(x; %) xeR\ {O}}
W praktyce wykres funkcji f: X —-Y

sporzadzamy zazwyczaj w ten sposob, ze naj- y
pierw ukladamy tabelke jej zmiennoSci,
obierajac kilka elementéw x z dziedziny X
1 obliczajac odpowiadajace im wartoSci
y=f(x). Nastepnie na plaszczyznie wspot- 21 ¢
rzednych XOY zaznaczamy punkty, ktore 14
odpowiadaja parom (x, y) wzigtym z tabelki. -3 2 5 T _
Majac juz kilka zaznaczonych w ten sposob e -1 051 2 3 X
punktow, faczymy je i otrzymujemy szkic wy- T
kresu funkcji f. .
Ryc. 5.4.
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Przyklad 10. Sporzadz wykres funkeji f(x)=—2x+1,gdy x€R.

Rozwigzanie:
Uktadamy tabelke¢ zmiennoSci (tutaj wystar- Y
czy obrac tylko dwa argumenty i obliczy¢ odpo- v 13
wiadajace im wartoSci — czy pamigtasz dlacze-
go?). :
x -1 0 N
1 0 v
foo 31 ! X
Ryc. 5.5.
Przyklad 11. Sporzadz wykres funkcji f(x)=x° gdy x€R.
Rozwigzanie: v
Uktadamy tabelke¢ zmiennoSci funkcji f. SR Y J
x 2 4 0 1 2 XS
-2 _5 o I 2 X
fo) 4 1 0 1 4 ! !
Ryc. 5.6.
Przyklad 12. Sporzadz wykres funkcji f(x)=x’, gdy x€R.
Rozwigzanie: ‘
Uktadamy tabelke zmiennosci funkcji f. Y
LA
2ot/
3 1 1 3 o :
x =5 1 =50 31 3 wll":
L OR iy x
fop - 4 % 0 g 1 ¥ A
-
Ryc. 5.7.
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V. Funkcje

Przyklad 13. Sporzadz wykres funkcji

—x+1: x<-1
f(x)=42x: -1<x<1
%: x> 1.

Rozwiazanie:
Sporzadzamy w tym samym ukladzie wspoirzednych wykresy funkcji:
fi(x)==x+1gdy x<—1;
fa(x)=2x,gdy =1 <x<1 ]
fa(x)= %, gdy x> 1.

-2

Ryc. 5.8.

Wykres funkcji f jest suma wykresow funkcji f1, fo 1 fs.
Przykiad 14. Sporzadz wykres funkcji f(x)=|x| dla x€R.

Rozwigzanie:
Poniewaz
vt
fxr x=0
M C-x:ox< 0,
wiec wykres funkcji f jest suma wykresow funkcji
fi(x)=x,gdy x>0i f,(x)=-x,gdy x<0.
Wykres funkcji f(x) =|x| 0
Przyklad 15. Symbol [x] oznacza najwigkszg liczbe
Ryc. 5.9.

catkowitg nie wieksza od x. Na przyklad:
A
e e
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1. Pojecie funkcji, funkcja liczbowa i jej wykres

Sporzadz wykresy funkc;ji:

f(x)=]x] (czgs¢ catkowita (cecha) liczby x),
g (x)=x—]x](czes¢ utamkowa (mantysa) liczby x), gdy x€ R.

Rozwigzanie:

Zauwazmy najpierw, ze jezeli x € <k sk+1), gdziek € C, to[x] =korazx— [x] =x—k.

Wobec tego wykresy funkcji f(x) i g(x) wygladaja nast¢pujaco:

Pytania i zadania r\f':‘%‘
1.

N

Y4 Y

D ] D

S5-4-3-2-1 | 1 23 45

(0] X 5 4-3-2-10] 1 2 3 4 5y

Ryc. 5.10.

Rozstrzygnij, czy okresliliSmy funkcje, jezeli:

a) kazdemu uczniowi twojej szkoly przyporzadkowali$my jego matke;
b) kazdej rzece przyporzadkowaliSmy morze, do ktérego wpada;

¢) kazdemu okregowi przyporzadkowaliSmy jego $rednice;

d) kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowali$my jej kwadrat.

. Wyjasnij znaczenie termindw:

a) funkcja,

b) dziedzina funkcji,

c) zbior wartosci funkcji,
d) funkcja liczbowa.

. Podaj przyktady funkcji:

a) zmiennej rzeczywistej,
b) rzeczywistej,
¢) liczbowej.

. Co to jest uktad wspodirzednych prostokatnych?
. Co to sg wspoOlrzedne prostokatne punktu?
. Zaznacz na plaszczyznie z uktadem wspotrzednych:

a) punkty: 4 =(-2,1), B=(3,-2), C=(-1,-2), D=(2,0), E=(0,-3);
b) zbidr punktéw o obu wspotrzednych tego samego znaku;
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V. Funkcje

¢) zbidr punktdow o wspotrzednych przeciwnego znaku;
d) zbiér punktdéw o odcietej rowne;j 0;
e) zbidr punktow o rzednej rownej 0.

7. Co to jest wykres funkcji?

8. Naszkicuj wykresy funkcji:

a) f(x)=—3x+2dla xe <—3;2); b) f(x)=-x dla (—2;~ 1>U<2;3).

9. Okresl wzorem funkcje, ktorej wykres widzisz ponizej.

A
Y
1 .
o1 (¢}
o 1 2 X;
Ryc. 5.11.
10.Sporzadz wykres funkcji:
Cf2x+1 dla x> 1 b ~ x*=1, |x|<1
a)f(x)— —x—1 dla x<1; )f(x)— X, |x‘>1;

¢) f(x) = sgnx (czytaj: signum — czyli znak),

1: x>0
gdzie sgnx=49 0: x=0
-1: x<O0.

2. Sposoby okreslania funkcji

Istnieja rozne sposoby okreslania funkcji. Mozna ja podac za pomoca:
— przepisu stownego,
— tabelki,
- grafu,
- wzoru,
— wykresu (graficznie).
Przykiad 1. Kazdej liczbie naturalnej od 1 do 10 przyporzadkujmy liczbe wszystkich jej
dzielnikow, a wiec liczbie 1 przyporzadkujmy liczbe 1, liczbom 2, 3, 5, 7 — liczbe 2, licz-
bom 4 i 9 - liczbe 3, za$ liczbom 6, 8, 10 - liczbg 4. Otrzymana funkcja odwzorowuje zbior
X={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} nazbior Y={1,2,3,4}.

Te samg funkcje okresli¢ mozemy za pomoca
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— tabelki:
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y 1 2 2 3 2 4 2 4 3 4
— grafu:
X Y
Ryc. 5.12.
- wykresu:
{(1,1),(2,2).(3,2),(4,3).(5.2).(6,4).(7.2).(8,4).(9.3),(10,4)
A
Y
O - @ ---- 7
. T REETE
2 - ---e----9 | E :
Tte 0oL
— e .
O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 X
Ryc. 5.13

Przykiad 2. Niech x bedzie liczbg ze zbioru

X= {Oggg 41144,1,69196225}

Kazdej liczbie x ze zbioru X przyporzadkujmy jej pierwiastek arytmetyczny stopnia
drugiego, a wigc liczbe ,/x. Opisana w ten sposob funkcja zadana jest wzorem y=/x. Jej
wykresem jest zbior

{(0 0)<25 5)(%%)(; ;)( )(1 1)(1,44;1,2),(1,69; 1,3),(1,96; 1,4),(2,25; 15)}
Sporzadz graf i tabelke okreslajaca t¢ funkcje.
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V. Funkcje

=\ Pytania i zadania
1. Funkcja f: X — Y okreSlona jest za pomoca grafu:
X

|

%,‘3 Sop— 5“—\ -
e
¢

B o Wi

Ryc. 5.14.

Podaj wzor okreslajacy funkcje f.
2. Funkcja f: X —-Y, gdzie X= {2, 4,6, 8}, Y= {1, 2, 3} , jest okres$lona za pomocy ta-
belki:

X 2 4 6 8

fy 1 2 3 4

Przedstaw funkcj¢ f za pomoca grafu i podaj jej wzor.
3. Zbior

ettt o)
i)

jest wykresem funkcji f. Okredl funkcje f:
a) przepisem stownym,
b) wzorem.
4. Niech 4={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Funkcja f, ktorej dziedzing jest zbior A, okreslo-
na jest wzorem f(n)=NWD (#n,30).
Przedstaw funkcje f za pomoca:
a) tabelki,
b) grafu.
5. Naszkicuj wykresy funkcji:

x+5: x<-5 ‘x—ll

a)f(x)=1 0: —=5<x<0 b) f(x) ——1 **L
-x+5 x>0
¢) f(x)= |-)—C—‘ m x#0.
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3. Dziedzina funkcii, zbior warto$ci funkcji

3. Dziedzina funkcji, zbior wartosci funkcji

Dziedzing funkcji, jak pamigtamy, jest zbidr, w ktorym ta funkcja zostata okreSlona.
Zbidr ten nazywamy tez zbiorem okreslonosci funkcji, a jego elementy — argumentami
funkcji.

Zbiorem wartosci funkcji nazywamy natomiast zbidr, na ktory funkcja ta odwzorowu-
je swoja dziedzing.

Zatem X jest dziedzing funkcji f, za§ Y — zbiorem wartosci tej funkcji, jesli f: X =Y,
to znaczy, jesli f(X)=Y.Na przyktad:

1. Jezeli kazdemu czlowiekowi przyporzadkujemy jego matke, to otrzymamy funkcje,
ktorej dziedzing jest zbidr wszystkich ludzi, a zbiorem wartoSci pewien niepusty pod-
zbior zbioru wszystkich kobiet.

2. Kazdemu odcinkowi przyporzadkujmy jego Srodek. Otrzymujemy w ten sposob funk-
cje, ktorej dziedzing jest zbior odcinkdw, a zbiorem wartosci — zbior punktow.

3. Kazdemu trojkatowi przyporzadkujmy jego obwdd. Tym razem mamy funkcje, ktore;j
dziedzing jest zbior wszystkich trojkatéw, a zbiorem wartosci — zbidr liczb rzeczywi-
stych dodatnich.

W dalszym ciggu naszych rozwazan ograniczymy si¢ do funkcji liczbowych i to okreslo-
nych najczesciej wzorem.

Za dziedzing funkcji okreslonej wzorem przyjmujemy zbidr tych liczb rzeczywistych,
dla ktorych podany wzoér funkeji ma sens, czyli dla ktorych wszystkie wystepujace we wzo-
rze funkcji dzialania sa wykonalne. Prze§ledzmy to na wielu przyktadach.

Przyklad 1. Dziedzing funkcji f okreSlonej wzorem f (x) =2x— 1 jest zbidr R wszystkich
liczb rzeczywistych, poniewaz chcac obliczy¢ wartoS¢ tej funkcji dla danej liczby
rzeczywistej x, nalezy x pomnozy¢ przez 2, a nastepnie od iloczynu 2x odja¢ 1. Wymienio-
ne dzialania mozemy wykonac¢ dla dowolnej liczby rzeczywistej x.

Przykiad 2. Dziedzing funkcji f okreslonej wzorem f(x)= jest zbior tych liczb

-3x+1
rzeczywistych, dla ktorych —3x+ 1 # 0 (w zbiorze liczb rzeczywistych dzielenie przez O

jest niewykonalne).
Zatem dziedzina funkcji f jest zbior {x €R:—3x+1#0}, czyli zbior {x ER:x# —;—},

a wigc zbior R \{%}

Dziedzing funkcji f oznaczajmy dalej przez Dy.
Przyktad 3. Niech

flx)= xﬁ I

Poniewaz x%+ 1 # 0 dla kazdej liczby rzeczywistej x (a nawet x2+ 1 > 1), przeto Ds=R.

Przykiad 4. Niech
2x—1
f(x>:x2_1'
Wowczas Df:{xER: x2—1¢0}:{xeR: (x+1)(x—1)#0}=
={x€R: x+1#0Ax—1#0}={xeR x#-1Ax#1}=R\{-1;1}
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V. Funkcje

Przyklad 5. Niech f(x)=,/1-x%
Poniewaz nie istnieje pierwiastek arytmetyczny stopnia drugiego z liczby ujemne;j, wigc

Ds;={xeR: 1-x20}={xeR: x’<l1}=
z{xER: /P<l}:{xeR: |x|<1}=
z{xeR: —1<x<1}:<—1;1>.

Przyktad 6. Niech f(x)= —x=1
1-|x-1|

Z. okreslonosci pierwiastka arytmetycznego oraz z niewykonalnosci dzielenia przez 0
wynika, ze

Di={xeR: 1-|x-1|>0}={xeR: |x-1|<1}=

={xeR: —-l<x-1<1}={xeR: 0<x<2}=(0;2).

Przejdzmy teraz do wyznaczania zbioru wartosci funkcji. NajczeSciej bedziemy mieli
do czynienia z funkcjami okreS§lonymi wzorem lub graficznie (za pomoca wykresu). Roz-
patrzmy wiec kilka przyktadow.
Przyklad 7. Wyznacz zbior wartosci funkcji f(x) =2x -1, gdyxe {-3,-2,-1,0,1,2,3,}.
Rozwigzanie:

Niech 4={-3,-2,-1,0,1,2,3}.

Wowczas zbiorem wartosci funkcji f okreslonej na zbiorze A4 jest zbior

F(A)={f(x); xeA}={f(=3),F(=2). F(=1),£(0). £(1), £(2). £(3)}
={-7,-5,-3,-1,1,3,5}.

I

Przyklad 8. Wyznacz zbior wartoSci funkcji
' 1 1
f(x)= = dla xe <5’ 3).
Rozwigzanie:

) . 1 1 11 1 1 . 1 1
Poniewaz x€<5;3)@5<x<3@§<;<2@;€<§;2), wiec f<<5;3)> (5;2>‘

Uwaga. Zbior wartosci tej funkcji tatwo wyznaczymy postugujac sie jej wykresem.

Y

2¢-¢

114

] S -

ol 31 2 3 X
Ryc. 5.15.
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Przyklad 9. Wyznacz zbior wartosci funkcji f(x)=x2+2, gdy x€ (-2;3).
Rozwigzanie:
Sporzadzmy najpierw wykres tej funkcji.
yh
11 ¢---- -»

I widzimy teraz, ze f((—2; 3>) =(2; 11>.

Przyklad 10. Wyznacz zbiér wartosci funkcji f(x)=|x—1
Rozwigzanie:

Podobnie jak w poprzednim przykladzie, zacznijmy od sporzadzenia wykresu danej
funkcji.

Z. okreSlenia wartosci bezwzglednej mamy

, gdy xe€(=2;-1)U(5;7).

i|= x—1 x>1 v
R i I g .
Zatem f(x) jest postaci |
&4 - -~ i
x—1: x=1 3 ‘ !
= . - s | |
f(x) 1—-x: x<1. | | |
- ! 92 ; |
Oto wykres tej funkcji. oy 3 |

S0 1 2 3 4 5 6 71X

Ryc. 5.17.

1 widzimy, ze zbiorem wartosci funkgji f(x)=|x—1
zbior (2;3)U(4;6).

, gdy x€(-2;-1)U(5:7) jest
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V. Funkcje

Przyklad 11. Wyznacz zbior wartoSci funkcji
X
O P S Y
f( ) Jx+1- /}

Rozwigzanie:
Wyznaczmy najpierw dziedzing tej funkcji.

D,-:{xeR: x+1>0Ax>>0A /x+ —/};éo}z

:{xeR: x>—1Ax>0/\,/x+1¢/}}=

—(xER x>0} =(0:+0)

Teraz zapiszmy wzor funkcji f (x) w najprostszej postaci. Dla kazdej liczby nieujem-
nejx mamy

‘/X;JF—_\/;—X\/XT—\/?-FZI

X x+1+/x
= : —x/x+1l-x/x+2=
Jx+1-/x Jx+1+/x Jx

=x</m+/}>—x/m—x/;c+2=2.

Zatem f(x)=2, gdy x> 0.

Stad zbiorem wartosci naszej funkcji jest zbior {2}

Przyklad 12. Znajdz zbior wartosci funkeji f(x) =[x], gdy x€ (-2;2).

Rozwigzanie:
Z okreSlenia symbolu [x] wynika, ze
-2 xe(-2-1) v
-1: xe(-1;0) 29 .
[x]=1 0: xe(0:1)
I xe(1;2) TR ,_____*
2: x=2. } }
‘ 2 -l ! L _
5 0 1 2 X
‘0———————-——(“/7' B g
Ryc. 5.18.

Stad zbiorem wartosci funkcji f(x)=[x], gdy x € (=2;2) jestzbior {-2,-1,0,1,2}.
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4. Wartos¢ funkcji w punkcie

Pytania i zadania '\%\\
1. Co to jest dziedzina funkcji?

2. Co to jest zbior wartosci funkcji?
3. Wyznacz dziedzine funkcji:

a) f(x)=—x>+1 b)f(x):m_—z); ) f(x)=V1
d)f(x)z/x;;_lz; e) f(x)=V/x’—4x+4 f) f(x) :/_- 2};
O (1= 28y p= S
- x-2 Jfx-2[-4
4. Wyznacz zbior wartoéci funkcji:

e 1 9 _ Ll .
a) f(x)=2x—4, gdy xe(-1; 2); b) f(x) = gdy x#0;
o) f(x)=x+1, gdy xe(-2;2); d) f(x)=/2x—6+,/6 -
e)f(x)= ‘ l , gdy xe(=1;0)u(0; 1), f) f(x)=max(x2), gdy x& (0,4);
g) f(x) mm[| 2] gdy x€ (—o0;—3)U(3;+ o).

4. Wartos$¢ funkcji w punkcie
Wartoscia funkcji fw punkcie x, nazywamy liczbe f (x,). Na przyktad:
— wartoscig funkcji f(x)=2x—3 wpunkcie 1 jest liczba f(1)=2-1-3=-1
— warto$cig funkcji f okreslonej wzorem
3

B gdy x<O0
f(x)—{—xhrx, gdy x=0

jest w punkcie —1 liczba f(—l)z(-1)3:— 1, aw punkcie 2 liczba f(2)=-22+2=-2.

Miejscem zerowym funkcji / nazywamy taki jej argument x,, dla ktorego

o

f(xO) =0.
Przyklady:
1. Miejscem zerowym funkcji f(x)=—3x+2 jest liczba %, gdyz f(%) ==3. % +2=
==2+2=0.

2. Miejscami zerowymi funkcji f(x)=x>—1sa liczby =1 i 1, bo f(-1)= (—1)2— 1=
=1-1=0oraz f(1)=1*>~1=0.
3. Miejscem zerowym funkcji D (x), okreSlonej nastgpujaco:

1. xeW
D(x): 0: x¢gW

(tzw. funkcja Dirichleta), jest kazda liczba niewymierna.
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V. Funkcje

or—1

[Punktem stalym funkcji f nazywamy taki jej argument x,, dla ktorego f (xo) =Xo.

—
—

Jezeli wszystkie argumenty funkcji f'sg jej punktami stalymi, to funkcje f nazywamy tozsa-
moSciowa w swojej dziedzinie.

Funkcja f tozsamoSciowa w zbiorze X zadana jest wzorem: f (x) =x dla kazdego x ze
zbioru X.

O

Funkcje f: X,—-Y,i g: X,— Y, sarowne wtedy i tylko wtedy, gdy:
1. XIZXZZX,
2. f(x)=g(x) dlakazdego x ze zbioru X.

Przyklady:
1. Funkcje f(x)=|x|i g(x)=/x? sarowne, gdyz D;=R=D, oraz ,/x*=|x|dla kaz-
dej liczby rzeczywistej x.
2. Funkcje f(x)=% i g(x)=x nie sa rowne, gdyz D,;=R\ {0}, zas D,=R, a wigc
D#D, i
3. Funkcje f(x)= <\/;> i g(x)=/x? niesarowne, gdyz D;=(0;+o0),za§ D,=R,
awiec D, #D,.
4. Funkcje
x_2: x#0
fx) =11 i g(x)=|x|
I: x=0
nie s rowne, gdyz jakkolwiek D (=D, = R, to jednak nie jest prawdg, ze f(x)=g(x) dla
kazdej liczby rzeczywistej x; na przyklad f(0)=1,za$ g(0)=0.
Niech funkcje fig beda okreslone w tym samym zbiorze X.

o

Sumg funkcji fi g nazywamy funkcje 4 okreslona w zbiorze X nastepujaco:
h(x)=f(x)+g(x) ioznaczamy ja:
h=f+g.

Tak wicc: (f+g)(x)=f(x)+g(x). |
Podobnie okreslamy roznice, iloczyn i iloraz funkcji fig. Sa to odpowiednio funkcje:

f-g fgi g, okreslone nastepujgco:
(f=8)(x)=f(x)-g(x) gdy x€X,
(f8)(x)=f(x) 8(x), gdy xE X,

(%)(x)z%, gdy xeX\{xeX;g(x): O}.

Iloczynem funkcji f istatej c € R nazywamy funkcje c-f, okreslong wzorem

(c:f)(x)=cf(x), gdy xEX.
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4. Wartos¢ funkciji w punkcie

Dodawanie, odejmowanie i mnozenie funkcjifig (w szczegolnosci mnozenie funkcji f
przez statg) polega odpowiednio na: dodawaniu, odejmowaniu i mnozeniu wartoSci funk-
cji fig dla tych samych argumentow.

Na przyktad, jesli f(x)=2x—11i g(x)=-x+2, to:

(f+8)(x)=f(x)+g(x)= (2= 1)+ (-x+2)=x+1,
(f-g)(x)=f(x)-g(x)=(2x—1) = (—x+2)=3x-3,
(f-g)(x)=f(x)g(x)=(2—1)(=x+2)==22%+5x~2,
)=4 f(x)=4- (20— 1) =8~ 4, dla kazdej liczby rzeczywistej ,

zas ({;)(x): 28 - 2wy x# 2,

Pytania i zadania \é;é\
1. Wyjasnij pojecia:
a) warto$¢ funkcji w punkcie,
b) miejsce zerowe funkcji,
¢) punkt staly funkcji.
. Jaka funkcje nazywamy tozsamoSciowa w zbiorze?
. Kiedy dwie funkcje sg rowne?
. Podaj przyktady par funkcji: a) rownych, b) nierownych.
. Jakie dziatania mozemy wykonywac¢ na funkcjach?
. Dana jest funkcja f(x)=x2+ —)l; Oblicz:
1 1
9f( I3 9far Of(EF or(sf Dr(/a)
7. Ktore z podanych nizej funkcji f i g sa rOwne:
a) f(x)=-x, g(x)=-/x% b) f(x)=
-1
o) f(x)=x+1, g(x)=""7 d) f(x)=

2

8. Dane sa funkcje f(x)= x2+—11’ g(x)z(/}>.

W jakim zbiorze okreslone s3 funkcje:

a) f(x)+g(x);  b)f(x)-g(x) o f(x)g(x) d) fgi;r)
Podaj ich wzory.
9. Znajdz miejsca zerowe funkcji:

a) f(x)=3x-2 b) f(x)=4-x% ¢) f(x)=x*=3x;
d)f(x):{

SN AW

(x)=x-sgnx;

é(x+|x|), g(x)=x.

2x—1: x=0

-x*+1: x<0;

YO VO Mo
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V. Funkcje

10. Znajdz punkty state funkcji: I xew
a) f(x)==2x+3; b)f(x)=x-4x c)f(x):{o’; v W d) f(x)=[x].

11".Dana jest funkcja f(x)= ] fzxz Wykaz, ze f(x) +f<%> =1 dla kazdej liczby x

roznej od zera.

12".Rozstrzygnij, czy istnieja funkcje f: R — R i g: R — R takie, Ze
f(x)+g(y)=x>+xy+y? dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y.

13".Funkcje f:R — R i g: R — R spelniaja dla kazdej liczby rzeczywistej x rownosé

f(x)+f(1-x)=x-g(x).
Udowodnij, ze istnieje liczba rzeczywista ¢ taka, ze g(c)=0.
_Xx+9-p

14.Dana jest funkcja f(x) == T

gdzie p jest liczba pierwsza. Wyznacz wszystkie liczby calkowite x, dla ktorych funkcja
ta przyjmuje wartosci catkowite.

15. Niech f(x)=x?+ Lz, g(x =x+l. Wyznacz:
X X

#(5) /(%)

16. Znajdz sume funkcji i g okre§lonych wzorami:

x, gdy x<0 x, gdy x<1
Flx)=1_ g(x)=1_
x, gdy x>0, x, gdy x>1.
17. Znajdz iloczyn funkcji f i g, jesli:
-x, gdy x<0 1, gdy x<0
=1 o4 g(x)=1_
. gdy x>0, x, gdy x>0.

9. Najmniejsza i najwigksza warto$¢ funkcii

Gdy badamy wartosci funkcji na danym zbiorze, bardzo czgsto interesuje nas, czy
wsrdd nich istnieje warto$¢ najmniejsza i najwigksza. Funkcja moze przyjmowac obie te
wartoSci badz tez tylko jedna z nich, ale moze tez nie osiggac zadne;j.

Jesli zbior wartoSci funkcji jest skoficzony, to znalezienie wsrod nich warto$ci naj-
mniejszej i najwigkszej jest rzecza tatwa. Problem ten komplikuje si¢ wowczas, gdy ten
zbior jest nieskoficzony. Przesledzimy to na wielu przyktadach. Zacznijmy jednak od de-
finicji.

e N
Mowimy, ze funkcja f: X — Y przyjmuje w punkcie x, ze zbioru X warto$¢ najmniejszg

m ze zbioru Y wtedy i tylko wtedy, gdy f (xo) =m, oraz, ze dla kazdego x ze zbioru X za-

chodzi nieréwno$é
f(x)=f(x0):

Piszemy wtedy m=min{f(x):xeX}.

(. J
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5. Najmniejsza i najwigksza wartos$¢ funkcji

N

_—

7

(@),

Mowimy, ze funkcja f:X — Y przyjmuje w punkcie x, ze zbioru X warto$¢ najwieksza
M ze zbioru Y wtedy i tylko wtedy, gdy f(x,)=M, oraz, ze dla kazdego x ze zbioru X
zachodzi nierd6wnos¢

F(x) <f(xo0)

Wowczas piszemy M=max{f(x):xeX}.
-/

\

Na przykiad funkcja f:(a,b) — R, ktorej wykres widzimy na rycinie 5.19, osigga war-
to$¢ najmniejsza w punkcie x;, a warto$¢ najwigkszg w punkcie x,.

N @

Ryc. 5.19.
Wykresy na rycinie 5.20 przedstawiaja funkcje, z ktorych pierwsza osiaga w przedziale

(a; b) wartos¢ najmniejsza, druga —w przedziale (a; b) wartos¢ najwigksza, za$ trzecia nie
osiaga w przedziale (a;b) ani wartosci najmniejszej, ani najwigksze;.

YT y 4 Y

/ M :
' m !
X

— — :
a X o b a o Xo b a 0 b

S
e

[ 2
>

Ryc. 5.20.

Obecnie przejdziemy do wyznaczania wartosci najwigkszej i najmniejszej funkcji okre-
Slonych wzorami. Korzysta¢ przy tym bedziemy z wlasnoSci nieréwnosci w zbiorze R liczb
rzeczywistych.

Przyklad 1. Wyznacz najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji  f ( x) =2x—1, gdy
xXe <— 2; 3>.
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V. Funkcje

Rozwigzanie:
Mozemy tutaj postuzy€ si¢ wykresem tej funkc;ji.

by
5€--—-—-—-—-+

2 10|/ 1 2 3 x

Widzimy, ze min{ f(x): x€(=2;3)} ==5=f(=2),amax{f(x):xe(=2;3)} =5=f(2).
Mozemy tez postuzy¢ si¢ elementarnymi wlasno$ciami nierdwnosci w zbiorze R liczb
rzeczywistych. Mianowicie

x€(-23)e-2<x<3e-4<UA<66-5<U-1<5,

czyli =5<f(x)<s, przy czym f(x)=-5, gdy x=—-2,
za$ f(x)=5,gdy x=2.

Przyklad 2. Wyznacz najmniejsza warto$¢ funkeji f(x)=2x2+ 1.
Rozwigzanie:

Dziedzing tej funkcji jest zbidr R liczb rzeczywistych. Dla kazdej liczby rzeczywistej x
zachodzi nierdwno$¢ x?> 0, ktora jest rownowazna nieréwnosSci 2x+ 1 > 1. Ponadto
f(x)=1, gdy x=0.

Zatem min{f(x) xe R} =1.

X

Przyklad 3. Wyznacz najmnicjszg i najwigksza wartos¢ funkeji f(x)= Toat
x

Rozwigzanie:

Dziedzing tej funkgcji jest zbior R liczb rzeczywistych, gdyz 1 +x2# 0 dla kazdej liczby
rzeczywistej x. Poniewaz zachodzg nieréwnosci

(x— 1)22 01 (x+ 1)2 > 0, czyli kolejno nieréwnosci

X2+1>22c 1 x*+1>-2x,

X ; 1
1+x2 1 +x?

>__

1 1
S2 X
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5. Najmniejsza i najwigksza wartos$c¢ funkcii

X 1 . 1 1
< b czyli -3 <f(x) < > Przy

wiec dla kazdej liczby rzeczywistej x mamy —% < (10
X

tym widzimy tez, ze f(x)z——% dla x=—1 oraz, f(x):%, gdy x=1.
Zatem min{f(x):xeR}:—%, za$ max{f(x):xER}:%.

Przyklad 4. Wyznacz najmniejsza i najwigksza wartos¢ funkcji f(x)=x+ —)1;
Rozwigzanie:

Funkcja ta jest, oczywiscie, okreslona w zbiorze R\{0}.

Korzystajac z nieréwnosci a+b > 2 /ab (ktora zachodzi, jak wiemy, dla dowolnych
liczb niujemnych a i b), otrzymujemy:

f(x):x+%>2 /x~%:2, gdy x>0

oraz f(x):x+%:—((—x)+(—_1§><—2- (—x)‘ﬁz—il,gdy x<0.

Przy tym f(x)=2, gdy x=1, za§ f(x)=-2, gdy x=—1.
Zatem min{f(x):xeR}=-2, max{f(x):xeR}=2.

Przyklad 5. Dla jakiej wartosci x funkcja f(x)=x*-x?~2x—5 przyjmuje warto$¢ naj-
mniejsza?
Rozwigzanie:

Zauwazmy najpierw, ze

F(x)=xt—x2=2x=5=(x= 22+ 1)+ (x2= 2+ 1) = 7= (x>~ 1) + (x= 1) = 7.

Poniewaz (x2- 1)2 >0 i (x- 1)2 >0 dla kazdej liczby rzeczywistej x, przeto
f(x)>-7,¢gdy xe R Ponadto f(x)=-7 wtedyi tylko wtedy, gdy x>~ 1=01 x—1=0,
czyli gdy x= 1. Zatem min {f(x) ‘x€E R} =—7, przy czym f(x)=-7, gdy x=1.
Odpowiedz: Dana funkcja przyjmuje wartoS¢ najmniejsza dla x= 1.
Przyklad 6. Dla jakiej warto$cix funkcja f(x)=4x—x? przyjmuje warto$¢ najwicksza?
Rozwigzanie:

Zapiszmy wzor danej funkcji w postaci rOwnowaznej, mianowicie

F(x)=dx—x?=(—x?+ dx—4) + 4 =— (x?— dx+4) + 4 =— (x—2) + 4.

Widzimy teraz, ze f(x) <4 dla kazdej liczby rzeczywistej x, (bo (x-— 2)2> 0), przy
czym f(x)=4 ox=2.

Zatem max{f(x):xER} =4 oraz f(x)=4, gdy x=2.
Przyklad 7. Dla jakiej wartosci x funkcja f(x) =x*— 2x” przyjmuje warto$¢ najmniejsza?
Rozwigzanie:

Funkcje te mozemy tez zapisa¢ rGwnowaznie:

Fx)=xt-2x7 = (x'=2x74 1) = 1= (x"= 1) — L.
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Stad f(x) > — 1 dla kazdej liczby rzeczywistej x, przy czym f(x)=—1, gdy x=—11lub
x=1Zatemmin{f(x):xeR}=-1.
Odpowiedz: Funkcja ta przyjmuje warto$¢ najmniejsza (rowna — 1) w punktach x,=—1
1 X)= 1.

Pytania i zadania
1. Wyznacz najmniejszg i najwigkszg wartoS¢ funkcji:
a) f(x)=—x+2, gdy xe (-1;3%;  b)f(x)= %, gdy xe (-2;-1)

2

_(x-1)

o) f(x)=—x>+4, gdy xe(-2;1); d) f(x)= T 8y xER.

2. Dla jakiej wartosci x funkcja f (x) = ﬁ osigga warto$¢ najwigksza?

3. Dla jakiej wartosci x funkcja f ( x) =—x%+x?—2x+5 osiaga warto$¢ najwicksza?
. Ktory z prostokatéw o obwodzie 4 ma najwigksze pole?
5. Ktoéry z prostokatow o polu 1 ma najmniejszy obwod?

~

6. Ogodlne wiasnosci funkcji liczbowych
Roznowartosciowos$é

Funkcj¢ f: X — Y nazywamy réznowarto$ciowa w zbiorze X, jeSli dla dowolnych elemen-
tow x;,X,, zbioru X prawdziwa jest implikacja

(*) x17x,= f(x1) #f (x2).

Inaczej mowigc, funkcje f: X — Y nazywamy roznowartoSciowa w zbiorze X, jesli roz-
nym elementom zbioru X przyporzadkowuje ona rézne elementy zbioru Y.
Uwaga. Warunek (+) na mocy znanej tautologii (p=4) [(~ q)=(~ p)] jest rowno-
wazny warunkowi

(%) f(xl):f(h):”ﬁ:xz-

Funkcja f: X — Y nie jest wigc ré6ZznowartoSciowa w zbiorze X, gdy pewnym réznym
elementom x,,x, zbioru X przyporzadkowuje ona réwne wartosci f(x;) i f(x,) ze
zbioru Y.

Przykiad 1. Funkcja f (x) =3x+ 1 jest roznowarto$ciowa w zbiorze R.
Istotnie, dla dowolnych liczb rzeczywistych x,, x, mamy:

f(xl):f(xZ) = 3xl+ 1 =3x2+ 1= 3x;=3x2:>x1=x2,

Przyklad 2. Funkcja f(x)= % jest roznowarto$ciowa w zbiorze R\{0}, gdyz dla do-
wolnych r6znych od zera liczb rzeczywistych x,;, x, mamy
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6. Ogdlne wtasnosci funkciji liczbowych

f(xl) :f(xz) = 1 = xlz =S X=X,

X1

Przyklad 3. Niech X = {xl,xz, ...,xm}, Y= {yl,y2, ...,y,,}. Zauwazmy, ze jesli m > n, to
zadna funkcja f: X — Y nie jest roznowartoSciowa.

Spostrzezenie to znane jest jako tak zwana zasada szufladkowa Dirichleta.
Najprosciej mozna ja wyrazi¢ nastepujaco:

)

| Jezeli m przedmiotéw rozmiescimy w n szufladkach i m > n, to w ktorej$ szufladce znajda |

| . . .. . |
| si¢ co najmnie; dwa przedmioty. )

Az dziw bierze, ze tak oczywisty fakt, dajacy si¢ tak prosto wyrazi¢, ma tak wiele nie-
trywialnych zastosowan. Przytoczmy chociaz dwa przyktady.

Przyktad 4. W pewnym turnieju bierze udzial n druzyn. Kazda z nich rozgrywa po je-
dnym meczu z pozostalymi druzynami turnieju. Udowodnij, ze w kazdym momencie tur-
nieju znajdziemy dwie druzyny, ktore rozegraly te samg liczbe meczow.

Rozwigzanie:

Nie moze si¢ tak zdarzy¢, aby w dowolnym momencie znalazly si¢ dwie druzyny, z kto-
rych jedna rozegrataby wszystkie mecze, a druga nie rozegralaby zadnego. Zatem w kaz-
dym momencie turnieju kazda z druzyn rozegrafa 0, 1, 2, ..., n—2 mecze albo 1, 2, 3, ...,
n—1 meczow. Przyjmujac za ,,szufladki” liczby 0, 1, 2, ..., n—2 albo liczby 1, 2, ..., n—1,aza
»przedmioty” druzyny biorace udzial w turnieju, otrzymujemy na mocy zasady szufladko-
wej Dirichleta teze zadania.

Przykiad 5. Wykaz, ze w miescie liczacym 200000 mieszkancow, znajdziemy dwoch ma-
jacych t¢ sama liczbg wlosow na glowie, przyjmujac, ze kazdy ma na swojej glowie nie wig-
cej niz 100 000 wiosow.

Rozwigzanie:

Umie$émy mieszkancow tego miasta w ,,szufladkach” ponumerowanych liczbami cat-
kowitymi od 0 do 100 000. W ,szufladce” o numerze k (k = 0, 1, 2, ..., 100 000) znajda
sie osoby majace k wlosow na swej gtowie. Poniewaz 200 000 > 100 001, wigc na mocy za-
sady Dirichleta co najmniej dwie osoby maja t¢ sama liczbe wlosow na glowie.

Monotoniczno$é

. o ) V]
Funkcje f: X — Y nazywamy malejaca w zbiorze X, jesli dla dowolnych dwoch argumen- \J
tow x,,x, ze zbioru X wiekszemu z nich odpowiada mniejsza wartoS¢ funkcji. v

Inaczej mowiac: funkcje f: X —Y nazywamy malejaca w zbiorze X, gdy dla
dowolnych argumentéw x,, x, ze zbioru X prawdziwa jest implikacja:

8 xi<xaof (x)>f ()

Przyklad 1. Funkcja f(x)=—2x+1 jest malejaca w zbiorze R, gdyz dla dowolnych liczb
rzeczywwistych x;,x,,jesli x;<x,, to —2x,;>—2x,, czyli —2x;+ 1 >—2x,+ 1, co oznacza,

ze f(xi)>f(x2).

147



V. Funkcje

\] Funkcje f: X — Y nazywamy rosngca w zbiorze X, jesli dla dowolnych dwoch argumen-
: tow x,, x, ze zbioru X wiekszemu z nich odpowiada wieksza wartos¢ funkcji.

N—

Innymi stowy: funkcje f: X — Y nazywamy rosngcg w zbiorze X, gdy dla dowolnych
argumentOw x,, x, ze zbioru X prawdziwa jest implikacja:

(%%) xi<x=f(x) <f(x2)

Przykiad 2. Funkcja f (x) =3x—1 jest rosngca w zbiorze R, gdyz dla dowolnych liczb
rzeczywistych x;, x5, je§li x, <x, to 3x,< 3x,, czyli 3x,— 1 <3x,— Lawige f(x)<f(x2).
Jezeli powyzsze implikacje () 1 (+*) zastapimy odpowiednio implikacjami:

x1<x2:>f(x1) >f(x2)
xi<x=f(x) <f(x2),

to otrzymamy wowczas definicj¢ odpowiednio funkcji nierosnacej i niemalejacej.

Funkcje: malejace, rosnace, nierosnace, niemalejace obejmujemy wspolng nazwa
funkcji monotonicznych.

Czasami funkcje rosnace i malejgce nazywa si¢ $ci§le monotonicznymi, zas niemaleja-
ce i nierosnace — monotonicznymi w szerszym sensie.

Zbadac¢ monotoniczno$¢ funkcji oznacza zbadad, czy funkcja jest rosnaca, niemalejaca,
malejaca czy nierosnaca.

Przyklad 3. Zbadaj monotonicznos¢ funkcji:

flx)==

X+ 1

2

w zbiorze R, liczb dodatnich.
Rozwiagzanie:
Niech x;, x, beda dowolnymi liczbami dodatnimi i niech x,<x,. Zbadajmy znak roz-

nicy f(x;) = f(x2).
Mamy:

o x_ oxex_(nem)(nex)
xi+l i+l (x4 1)(x3+1)  (xf+1)(x3+1)

gdyz x7+1>0, x3+1>0, x;+x,>0, za§ x;—x,<0

f(x1>_f<x2): <0,

Zatem A A x1<xy= f(x1) <f(x2)

x,€R, x,€R,

Dana funkcja jest wigc rosnaca w zbiorze R..

Przyklad 4. Zbadaj monotonicznos¢ funkeji f(x)=[x]
Rozwigzanie:

Wykazemy, ze dana funkcja jest niemalejaca w zbiorze R. Niech x,, x, beda dowolny-
mi liczbami rzeczywistymi takimi, ze x,<x,. Poniewaz z definicji symbolu [x] zachodzi
nierownos$¢ | x| <x,, wigc otrzymujemy juz nierownosci: [ x| <x,<x», skad [x,]<x,.

148



6. Ogdlne wiasnosci funkcji liczbowych

Ale [xl] jest liczbg catkowita mniejsza od x,, za$ [x 2] jest najwigksza sposrod wszyst-
kich liczb catkowitych nie wickszych od x,, stad wynika nier6wno$¢ [ x,] <[x.]
Zatem funkcja f(x)=[x] spelnia warunek:

A A xi1<x2= f(x)) <f(x2).

X, €R. x,ER,
Jest wigc niemalejgca w zbiorze R.
Oto funkcje monotoniczne przedstawione na wykresach:

Y .
funkcja funkcja
rosngca malejaca
X o X
v ,

funkcja funkcja

niemalejaca nierosngca

o X 0 X

Ryc. 5.22.

"

(@)

(Funkcjf; f: X —Y nazywamy stalg w zbiorze X, jesli dla dowolnych x,,x, ze zbioru X \
| zachodzi rownos¢ f (x1)=f(x2).

Przykiad 5. Funkcja f( x) = ¢, gdzie c jest ustalona liczba rzeczywista, jest stata w zbiorze R.

Whniosek. Funkcja nierosngca w zbiorze X i niemalejaca w tym zbiorze jest stata.
Oto funkgja stala f(x)=c przedstawiona na wykresie.

3
Y

Ryc. 5.23.
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V. Funkcje

Okresowos¢

Funkcje f: X — Y nazywamy okresowg w zbiorze X, jesli istnieje liczba ¢ ro6zna od zera
taka, ze dla kazdego x ze zbioru X

(*) x+reX i f(x+t)=f(x)

Liczbe t o wlasnosci (*) nazywamy okresem funkcji f.

Uwaga. Jezeli istnieje najmniejsza liczba dodatnia ¢ o wlasnoSci (), to nazywamy ja zasad-
niczym albo podstawowym okresem funkcji f.

Przyklad 1. Niechx oznacza kolejne dni miesigca zaczynajacego si¢ w poniedziatek (np.
kwietnia 2002 r.), za§ y — numer kolejnego dnia tygodnia (ponumerujmy te dni liczbami
od 1 do 7). Kazdemu x przyporzadkujmy y. Otrzymamy funkcje okresowa o okresie zasad-
niczym 7.

Oto jej tabelka i wykres:

""."'”"‘F”” 1 T 1‘ ‘ - -
617 89 10%1‘12‘13114‘15’16

T T T j
2‘3‘415\6‘73112‘3i4i516‘71}23456712345671}2‘
S S N | 1 I | |

e e SR

) [T ‘ [
2‘3 4‘5{ 7118/19(20|21|22{23|24|25/26| 27 28|29|30

—

| |

| =

Y
71 . . . .

6+ ° ° ° °

5+ ° ° ° ]

4+ ° ® ) (]

3+ ° ° ° [

2+ °® ° ) ® ®

1t e ° ° o °

O] 1234567 809101112131415161718192021222324252627282930

Ryc. 5.24.

Przyklad 2. Przyporzadkujmy kazdej liczbie catkowitej n jej reszte z dzielenia przez 5.
Liczbg¢ n mozemy przedstawic jednoznacznie w postaci:

n=5k+r, gdzie ke C, re {O, 1,2, 3,4}.
Otrzymamy funkcj¢ zadang wzorem f(n)=r.
Jest to funkcja okresowa o okresie podstawowym 5. Wykres funkcji okresowej jest bar-

dzo charakterystyczny. Sklada si¢ on z przystajacych do siebie czgsci, z ktorych kazda odpo-
wiada warto$ciom x nalezacym do przedziatu o diugosci réwnej okresowi podstawowemu.

Przyklad 3. Przygladajac si¢ wykresowi funkeji f(x)=x— [x], gdzie x€ R (ryc. 5.25),
widzimy, ze funkcja ta jest okresowa, a jej okresem jest kazda liczba catkowita rozna od 0.
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6. Ogolne wiasnosci funkcji liczhowvch

LLLSSNLLLLL LS

Ryc. 5.25.

Wykazemy okresowos¢ tej funkcji. W tym celu udowodnimy najpierw nastepujacy
lemat (twierdzenie pomocnicze).

Lemat. Dla kazdej liczby rzeczywistej x oraz kazdej liczby catkowitej k zachodzi rownos¢
[x+k|=[x]+k.
Dowdd. Z definicji liczba [x+ k| jest najwigksza sposrod tych liczb catkowitych, kt6-
re sa nie wigksze od x+k. Ale [x]<x,wiec [x]+k<x+k i liczba [x]+k tezjest naj-
wiekszg liczbg catkowitg nie wigksza od x+k (bo [x] jest najwicksza liczba catkowitg nie
wicksza nizx). Zatem [x+k|=[x]|+k. C

Powrdémy teraz do funkeji f (x) =x—[x] Dla kazdej liczby rzeczywistej x i kazdej
liczby calkowitej kK mamy

fx+k)=(x+k)=|x+k|=(x+k)- ([x] +k) =x—|x]=f(x)
co dowodzi okresowosci funkgji f(x).

Przyklad 4. Kazda funkcja stafa, to znaczy funkcja postaci f(x)=c, gdzie c jest ustalo-
ng liczbg rzeczywista, jest okresowa w zbiorze R. Jej okresem jest kazda liczba rzeczywi-
sta r6zna od 0.

Przyklad 5°. Funkcja
D(x)= . xeWw
()= 0: x¢gW

(tzw. funkcja Dirichleta) jest okresowa. Jej okresem jest kazda liczba wymierna rézna od
zera.
Istotnie, niech ¢ bedzie dowolng liczbg wymierna, r6zna od zera. Poniewaz

x+ttEWeoxe Woraz x+t&EWexg W,
a ponadto zgodnie z okresleniem funkcji D (x) mamy

1. x+teW
D(x+1)=10. iiew

przeto rzeczywiScie D (x+1) = D (x) dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Przyklad 6°. Udowodnij, ze jezeli funkcja f: R — R spelnia dla kazdego x € R warunek

() f(x+a)=1 ;?Ejﬁ;

to jest okresowa w zbiorze R.

, gdzie a# 0,

151



V. Funkcje

Rozwigzanie:

Poniewaz warunek () zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej x, wiec podstawiajac
w tej rownosci x+a w miejsce x, otrzymujemy

L=f(x) 1+f(x)=(1-f(x))

1-
.+ zl—f(x+a)(*) 1+f(x) _ 1+f(x) _
S 2a) = T ) —f(x) " 1)+ 1-f(x)
1+f(x) L+f(x)

_LHf(x) - 1+f(x) _
T i-fx) 2 T

Stad f (x+2a)=f (x), co dowodzi okresowosci funkcji f.

Parzysto$¢ i nieparzystosc

\} Funkcje f: X — Y nazywamy parzysta w zbiorze X, jesli dla kazdego x ze zbioru X
—-xeX i f(-x)=f(x).

Przykiad 1. Kazda funkcja stala jest parzysta w zbiorze R.

Przyklad 2. Funkcja f(x)=|x|jest parzysta w zbiorze R. Istotnie, jesli x € R, to —x € R
oraz f(-x)=|-x|=|x|=f(x)
Przykiad 3. Funkcja f(x)=x" jest parzysta:
- wzbiorze R, gdy n jest liczba parzystg dodatnia,
— wzbiorze R \{O}, gdy n jest liczbg parzysta niedodatnia.
Wynika to z okreSlenia potegi o wyktadniku calkowitym.

Przykiad 4. Dla dowolne;j funkcji f:(—a;a)— R, gdzie a> 0, funkcja
g(x)=f(x)+f(~x) jest parzystaw przedziale (—a;a).
Istotnie, jesli x€(-a;a), to -xe&(-a;a) oraz g(-x)=f(-x) +f(—(—x))=

=f (=x) +f(x) =8 (%)

\\J Funkcje f: X — Y nazywamy nieparzysta w zbiorze X, jesli dla kazdego x ze zbioru X
—xeX i f(-x)=-f(x).

Przyklad 5. Funkcja f(x)=x" jest nieparzysta:

- wzbiorze R, gdy n jest liczba nieparzysta dodatnia,

— wzbiorze R \{O}, gdy n jest liczba nieparzystg ujemna.
Wynika to z okreslenia potegi o wyktadniku catkowitym.

Przyklad 6. Dla dowolnej funkcji f:(—a;a) — R, gdzie a > 0, funkcja
h(x)=f(x)~-f(-x) jest nicparzysta w przedziale (—a;a).
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6. Ogolne wtasnosci funkcii liczbowych

Rzeczywiscie, jesli x € (—a;a), to
~x € (~a;a) oraz h(—x)=f(-x) —f(—(—x)) =f(=x)-f(x)=
== (f(x)=f(=x))==h(x)

Whiosek. Kazda funkcje f: (—a ;a) — R, gdzie a > 0, mozna jednoznacznie przedstawic¢
w postaci sumy funkcji parzystej i nieparzystej

Dowdd. Wystarczy zauwazyc, ze dla kazdej liczby x z przedziatu (—a;a)zachodzi réw-
nos¢

f(x) _ f(x) ';f(_x) + f(X) —2f(~x)

Pytania i zadania

. Podaj okreSlenie funkcji roznowartosciowe;j.

. Podaj okreslenie funkcji monotoniczne;j.

. Co to jest funkcja okresowa?

. Jaka funkcje nazywamy parzysta, a jakg nieparzysta w zbiorze X?

. Wykaz, ze ponizsze funkcje s roznowartosciowe w swojej dziedzinie:

a)f(x)=2x—4; b)g(x)=-3/2x+3 c)h(x):—%,/x— 1

d)i(x)z—i—;—)%; e)j(x)=x3+x+1

6. Udowodnij, ze funkcja:

N B W N =

a) f(x)=3—x jest malejaca w zbiorze R;
b) f(x) =3,/2 x+ /3 jest rosnaca w zbiorze R;

¢) f(x)=- % jest rosngca w zbiorze R_;

d) f(x)=

x+2
x—1

jest malejaca w przedziale (—oo; 1);

e) f(x)=x>-x2+x jest rosngca w zbiorze R.

7. Udowodnij, ze funkcja $ci§le monotoniczna w zbiorze ma co najwyzej jedno miejsce zero-
we.

8'. Funkcja f: R — R spelnia dla kazdej liczby rzeczywistej x warunek

1+
f(X‘I" a) = f<x>9

1-f(x)
gdzie a jest ustalong liczba rzeczywista r6zng od zera. Udowodnij, ze fjest okre-
sowa.

9'. Funkcje f: R — R oraz g: R — R spelniajg dla kazdej liczby rzeczywistej x warunki:
f(x+a)=g(x) ig(x+a)=—f(x) gdzie a jest ustalong liczbg rzeczywista rozng od
zera. Udowodnij, ze funkcje fi g sa okresowe.
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V. Funkcje

10.

1"

12

13

14°.

15.

16.

Ktore z podanych nizej funkcji sa parzyste, ktore nieparzyste, a ktore nie sg ani parzy-
ste, ani nieparzyste?

a) f(x)=x-|x} b)f(x)=1-x% C)f(x)zleZ;
d) f(x)z%—xQ; e) f(x)=x=2% f)f(x)= ‘%

.Udowodnij, ze funkcja

f(x)= JI+x?+x—1
S +xt+x+1
jest nieparzysta w zbiorze R.

.Wykaz, ze funkcja f: R — R, spelniajaca dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y waru-

nek f(x+y)=f(x)+f(y), jest nieparzysta w zbiorze R.

.Udowodnij, ze funkcja

()= (1 - 2x3>3+(x(2 —x3)>3+x3

1+x° 1+x°
jest stala w swojej dziedzinie.
Dana jest funkcja
f(x)=ax*+bx’+cx* +dx+e,
takaze f(=1)=f(1)1i f(=2)=f(2). Wykaz, ze fjest funkcja parzysta.
Na Ziemi zyje ponad 4 mld ludzi. Wiadomo, Ze wérod nich co najwyzej 1% ma ponad
sto lat. Udowodnij, Ze pewne dwie osoby urodzily si¢ w tej samej sekundzie.
W klasie jest 40 uczniéw. Udowodnij, ze co najmniej czterech z nich obchodzi swoje
urodziny w tym samym miesigcu.

7. Sktadanie funkcji

Niech dana bedzie funkcja f: X Y oraz funkcja g:Y — Z, ktora kazdej wartoSci y

funkcji f w punkcie x przyporzadkuje element g(y) zbioru Z.
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z=g(y)=g{f(x))

y=f(x)

Ryc. 5.26.



7. Sktadanie funkcii

Otrzymamy w ten sposob nowa funkcj¢ h: X — Z, ktéra kazdemu elementowi x
zbioru X przyporzadkowuje g ( f (x)) € Z. Funkcje h nazywamy ztozeniem funkcjif i g
albo funkcja ztozona z funkcji f i g i oznaczamy symbolicznie jako g-f.

Q‘/

Zlozeniem albo superpozycja funkcji f: X —Y i g:Y— Z nazywamy funkcje h: X — Z,
okreslona dla kazdego x ze zbioru X wzorem h(x)=g(f (x)).

Zatem (g-f)(x) :g(f(x)).

Funkcje f nazywamy w tym zlozeniu funkcja wewnetrzna, zas g — funkcja zewnetrzna.
Funkcjg wewngtrzng w ztozeniu gef jest ta pierwsza z prawej strony.
Przyktad 1. Niech X={1,2,3,4,5}, Y={1,/2,2,,/3,3}, za§ Z={-3,-2,-1,0,1,2}
oraz niech funkcje f: X —Y i g:Y— Z okreslajg tabelki:

| — | —
‘x.12{3;45 x\1ﬁ_2ﬁ3
\

&) 212 12 g(x)'[o‘1—z 31

Woweczas funkcje h=g-f okresla tabelka:

T

x.‘l 2!3
]

\
1 0 5—2’1 0 —2‘»

5()
gdyz
g(F(1)=g(v2)=1. g(f(2))=g(1)=0.
g(f(3))=g(2)=—2. g(f(4))=g(1)=0,

g(f(5))=¢g(2)=-2.

Przyklad 2. Niech f:R — R bedzie okreslona wzorem f(x)=x?+1,za8 g:R—R
—wzorem g (x) =2 —x. Czym jest ztozenie g-f? A czy zlozenie f-g to ta sama funkcja
co ztozenie gof?

Rozwigzanie:
Mamy
(g°f)(x):g(f(x))=2—f(X)=2—(x2+1)=—x2+1,
zaé(fog)(x)zf( x))= ( x>+1 +l—x —4x+5.

Poniewaz na przykiad: (g-f)(0)=1, (f° g)(O) 5, wiec f- g%f g.
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V. Funkcje

Whiosek. Sktadanie funkcji nie jest dzialaniem przemiennym.
A czy jest ono dziataniem facznym? Rozwazmy funkcje: f: X - Y,g: Y- Z ih: Z - T
1 przyjrzyjmy si¢ grafowi (ryc. 5.27).

he(g°f)

‘- hE(f(x)))

8(f(x))

(hog)of

Ryc. 5.27.

Widzimy, ze gdy x€ X, to
(he(g=f))(x)=h((g-f)(x))=h(g(f(x)))

oraz

((hog)of)(x)=(heg)(f(x)=h(g(f(x))),
tak wiec dla kazdego x ze zbioru X mamy réwnosé
(e (gof))(x)=((hog)f)(x).
Whiosek. Sktadanie funkcji jest dziataniem 1gcznym.
Przyklad 3. Dane sg funkcje: f(x)=—2x+1; g(x)=x2; h(x)=¥x-1.

Wyznacz: he(gof) i (h-g)-f.
Rozwigzanie:

(= (8= () =h((g-1) (X)) =h(g(f (x)) = V& (f (x)) = 1 =
=Y () =1 =32k 1) - 1= YA 4y,

((heg)ef)(x)=(hog)(f(x))=(heg)(=2x+1)=h(g(-2x+1))=

=h((=20+ 1)) =3/ (-20+ 1) - 1 = Vax" ~ a.
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7. Sktadanie funkcji

Przyklad 4. Niech f(x)=3x—2. Wyznacz fof i fof-f.
Rozwigzanie:

Oczywiscie f: R — R.

Dla kazdej liczby rzeczywistej x mamy:

(f£) () =f(f(x))=3f(x)=2=3(3-2)=%-6,
(fefof)x)=f(f (f(x))=f(9%=6)=3(9%x~6)—2=27x-20.

Przyklad 5. Wyznacz (ff-f)(x),jesli f(x)= ﬁ
Rozwigzanie:

Oczywiscie f:R\{l} - R\{0}.

Dla x€ R\{0,1} mamy:

1 1 _x—1
(f°f)(x)=f(f(x))=1_f(x)=I_L— s
1-x

288 (fof+f)(x)=f(f) D)= (F(f (X)) = ——=— ~ X.

I=f (0 =270 x—(x=0)

Dotad sktadaliSmy funkcje w catej dziedzinie funkcji wewngtrznej, gdyz zbior wartoSci
tej funkcji byt podzbiorem dziedziny funkcji zewnetrznej. Nie zawsze jednak tak jest. Je-
§li zbior wartosci funkcji wewngtrznej nie jest podzbiorem dziedziny funkcji zewnetrzne;j,
to aby moc ztozy¢ takie funkcje, nalezy ograniczy¢ dziedzing funkcji wewngtrznej do ta-
kiego zbioru, aby wszystkie wartosci przyjmowane w tym zbiorze przez funkcj¢ wewnetrz-
ng nalezaly do dziedziny funkcji zewnetrznej.

Przyklad 6. Dane sa funkcje f(x)2x—11 g(x)=,/x. Wyznacz g-f oraz f-g.
Rozwigzanie:

Poniewaz f: R — R, za$§ g:(0;+o0) — (0;+00), wigc aby moc ztozy¢ funkcje f z funkcja
g, nalezy dziedzing R funkcji f,,obcig¢” do takiego podzbioru X zbioru R, aby f(x) >0
dla kazdej liczby x ze zbioru X, to znaczy, aby f(X) C (0;+oo).

R R R

f
o {0:+00)
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1
2

Otéz f(x)20e2x-120ex> % Zatem jeSli przyjmiemy X=<
kie wartosci funkcji f w zbiorze X b¢da nieujemne, czyli f <<%, +oo)> C (0;+00).

;+00), to wszyst-

R R R
, f

Ryc. 5.29.

Tak wigc zfozenie g - f mozemy wykona¢ w przedziale %;-!—oo), toznaczy Dg.f= %;+oo).
. 1
Jezeli x € (Ji400), to(gef)(x)=g(f(x))=/f(x)=yV2x~1.
Z kolei poniewaz g:(0;+o00) — (0;+00) i (0;+0)CR, a f:R— R, wigc jesli
x€(0:+00), to (fog)(x)=f(g(x))=2g(x)-1=2/x -1

Odpowiedz: (g=f)(x)=/2x—1 dla x>%, za$ (fog)(x)=2/x—1, gdy x> 0.

Przyklad 7. Dane sg funkcje f(x)=x2+1, g(x)=,/x-2. Wyznacz g-f i fg.
Rozwiazanie;
Widzimy, ze f: R — (1;+0), za§ g:(2;+00) — (0;+00)

Zatem zalozenie g-f ma sens w zbiorze
X= {xeR: x2+1= 2}={x€R: x= 1}={xeR: |x| > l}=(-—oo;—l>U<1;+oo).

Jesli x € (—o0;—1) U (1;+00), to

(g:f)(x)=g(f(x))=/f(x)-2=/x+1-2=/x"~1.
Z kolei, poniewaz g:(2;+00) — (0;+00), za§ f:R — (l;+00)i (0;+00) C R, wige gdy
xe <2;+oo>, to

(F8)(x)=f (g(x))=(g(x)) +1=( x—2)2+ 1= /(x=2) +1=

=[x-2|+1=x-2+1=x-1

Odpowiedz: (g-f)(x)=/x*= 1, gdy x€ (—o0;=1) U (l;+00), za$ (fog)(x)=x~1,gdy
x€<2;+oo).

158



7. Skfadanie funkcji

Przykiad 8°. Utworz funkcje fof, g°f, fog i g°g,jesli:

3+l x>0 Tx-3 x20
x+1: x= 3 3 =
Pty vo, 20
2x+1: x<O0, %x——;—: <0
Rozwigzanie:
Zgodnie z okreSleniem funkcji f(x) mamy:
~ ()1 f(x)=0
(f f)<x>_f(f<x)>_’2f(x)+1 f(x)<0
(2x+1) I 2x+120 i x<0 )
={6x+4: —=-<x<0
2(3%+1)+1: 3x+1<0 i x>0 2
2(x+1)+ 1 x+1<0 i x<0 [d+3 x<—§-
Podobnie z okreslenia funkeji f (x)ig (x)wynika, Ze:
S(x)=3 f(x)=0
(8°f)(x)=g(f(x))=1] 1 =
Ef(x)—? f(x)<0
S(Bx+1)-5 34120 i x20
) S(+1)—3 w4120 i <0 |x x<=% lub x>0
—;—(3x+1)—%: x+1<0 i x=0 %x: %<x<0.
1 1 .
~5(2x+1)—5: 2+1<0 i x<0
3g(x)+1: g(x)=
fog)(x)=f(g(x))= =
e =r(s) =05 T
3(%x—%>+1 %x—%>0 1 x=0
3(%)(3——;-)-*-1 %x—%?O 1 x<0 {x x<0 lub x=>1
=9 =12 1
2<%x—%)+1 %x——;—<0 i x=0 3ETF O<x<l
11 11 .
2('2—)6“5)4‘11 —2-x—5<0 1 x<0
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78(x)-5 g(x)=0
(828)(x)=g(8(x))=1 | )
5g(x>—5: g(x)<0
%(%x_%>_-;-; $X-520 i x>0
1 4
s LU L
= = “;‘x_é: 0<x<1
l(lx_l>_l; lx-L<0 i x=0 |1 3
213 3 273 —x—= x<0
| 4 4
%(%x_%)_%; JX¥=3<0 i x<0
Odpowiedz:
9%+4: x>0
(fuf)(x):46x+4: —%<x<0
\4x+3: x<—%,
X x<—% lub x>0
x =
(g f)< ) %x: —%<x<0,
X x<0 lub x>1
(fe))=12 1 govey
3 3
%x—% x=1
(g g)(x): %x—% 0<x<1,
%x—% x<0
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7. Skfadanie funkcji

Pytania i zadania \:%;%
1. Co to jest ztozenie funkcji? Podaj przyktady.

2. Czy sktadanie funkcji jest: a) przemienne, b) taczne. Zilustruj przyktadami.
3. Dane sg funkcje:

f(x)= % g(x)=x2+1
Oblicz:

) f(g(v2) wg(f(vV2)) of(e(1-/2))
Dg(F(1=72)F o f(s(r(-1); del(r(g(-1)).

4. Utworz funkcje: fog, gof, fof. g-g, jesli
a) f(x)==—2+1, g(x)=x% b)f(x)=1-x, g(x)=2%-6;

1 1
) f(x)=% &(x)=1=x-
5. Utworz funkcje: fof, gog f-g g°f,jesli

: x=20

VR B

x*+1: x=20 2+ 1 x>1
b)f(x>:{x3 x<0, g(x):{—x—lz x< 1,

x2-1. —1<x<l1 2x—=1: x>0
C)f(x):{x: x<—11lub x> 1, g(x):{l—Zx: x<0.
6. Wyznacz

0: w

2 (V2) =3 (£(/2)), jesti f(x):{L ;‘:W
7. Wyznacz
(fofef)(x) jesli f(x)= /11__)6
8. Wyznacz
(fofe..of)(x)jesli f(x)= lsz_

9". Udowodnij, ze jezeli funkcja f: R — R, spelnia dla kazdej liczby rzeczywistej x wa-
runek f ( f (x)) =—x, to jest roznowartosciowa w zbiorze R.

10". Udowodnij, ze jezeli funkcja f: R — R spelnia dla kazdej liczby rzeczywistej x row-
nos¢
x+f(x)=f(f(x)). to f(f(0))=0.

11".Funkcja f:R — R spelnia dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y nierdwnosé
|£(x)=f(y)| <|x—y|- Udowodnij, ze jezeli f(f(f(0)))=0, to f(0)=0.

12".Funkcje f: R — Rig: R — R sa okre§lone wzorami: f(x)=x2+1, g(x)=3-3x—x>.

Wykaz, ze rownanie f ( g (x)) =g ( f (x)) nie ma rozwigzaf.
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V. Funkcje

- 8. Funkcje odwrotne

Rozwazmy trzy grafy okreSlajace funkcje, odwzorowujace zbior X w zbior Y:
X Y

b)

Ryc. 5.30.

ZastanOowmy si¢ teraz nad tym, w ktorym z tych przypadkow moglibySmy okresli¢ funk-
cj¢ ze zbioru Y'w zbior X. Widzimy, ze w przypadku pierwszym na pewno nie, gdyz w zbio-
rze Y mamy takie elementy (y4,ys,ys,ys), ktore nie sg wartosciami funkcji f, dla
zadnego x ze zbioru X.

W przypadku drugim tez bedzie kiopot. W zbiorze Y nie znajdziemy, co prawda, ele-
mentu, ktory nie bylby wartoscia funkcji f, dla jakiego§ x ze zbioru X, ale mamy w nim
za to takie elementy, ktore sa wartoSciami dla co najmniej jednego x ze zbioru X, na
przyktad y,=f,(x,)=f>(x,). Ktéremu zatem elementowi sposrod x;,x, mielibySmy
przyporzadkowac y,?

Przyjrzyjmy si¢ wreszcie grafowi okreslajacemu funkcje f3: X' — Y (przypadek trzeci).
Funkcja f; przyporzadkowuje kazdemu x & X jeden element y ze zbioru Y ikazdy
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8. Funkcje odwrotne

element zbioru Y jest wartoscig funkcji f; tylko dla jednego x ze zbioru X. Mozemy
wigc okresli¢ funkcje g: Y — X.
Zauwazmy przy tym, ze jeSli x € X, to

(g°f3)(x) Zg(f3(x)> =g(y) =x
oraz,gdy ye Y, to

(f8)(y)=f3(g(y))=fs(x)=y,
co oznacza, ze funkcje gof; 1 f3°g sa tozsamosciowe odpowiednio w zbiorach XiY.
Taka funkcje g nazywamy odwrotna do funkcji f;. Widzimy przy tym, ze dziedzina
i zbidr wartosci f'; staja si¢ odpowiednio zbiorem wartoSci i dziedzing funkc;ji g.

(Funkcj¢ g:Y— X nazywamy odwrotng do funkcji f: X — Y, jeSli funkcje gof i f-g sa )
tozsamosciowe odpowiednio w zbiorach X 1 Y, to znaczy

(g°f)(x)=x, gdy x€ X, za$
(f-8)(y)=y, gdy yevY.

O

J

Przyklad 1. Funkcja odwrotng do funkcji tozsamoSciowej w dowolnym zbiorze jest ta sa-
ma funkcja.

Przykiad 2. Funkcja odwrotng do funkcji f: R — R, okreSlonej wzorem f (x) =2x, jest

funkcja g: R — R, okre§lona wzorem g(y) = %y.
Istotnie, jeSli x € R, to

(gof)(x):g(f(x)):%f(x):%2x=xoraz
gdy yey, to

(f-8)(»)=f(g(y))=28(y)=2-5y=»
Przyklad 3. Funkcjg odwrotng do funkcji f:R\{0} - R\{0}, okreslonej wzorem

f(x)= %, jest ta sama funkcja. Jesli bowiem x# 0, to

1

PN (1) =505 717 7
Przykiad 4. Funkcja f:R — R, xokreélona wzorem f(x)=x2 nie jest odwracalna
w zbiorze R, bo jest w tym zbiorze parzysta. Gdyby jednak rozwaza¢ funkcje f (x) =x2
w przedziale (0;+c0) lub (—o0;0), to dla takich funkcji znajdziemy funkcje odwrotne.
Funkcjg odwrotna do funkeji f(x) =x? odwzorowujacej zbior R, na zbior R, jest funkcja
g(y) =y, za$ funkcja odwrotna do funkcji f(x)=x> odwzorowujacej R- na R, jest
funkcja g(y)=—y.

Kiedy zatem funkcja ma funkcj¢ odwrotng?
Odpowiedz na to pytanie daje nastgpujace twierdzenie.
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V. Funkcje

Twierdzeni.e

Funkcja f: X — Y posiada funkcj¢ odwrotng wtedy i tylko wtedy, gdy jest roznowar-
to$ciowa i przeksztalca zbior X na zbior Y.

(UDowod. Zatézmy, ze f ma funkcje odwrotng g:Y — X. Wowczas jeSli yeY, to
y=f ( g( y)), czyli y jest wartoscig funkcji f. To oznacza, ze f odwzorowuje zbior X na
zbior Y. Niech x,,x, bedg takimi elementami zbioru X, ze f(x,)=f(x,). Wowczas
xX\=¢g (f(x1)> =g (f(x2)) =x,. Zatem f jest funkcjg roznowartosciows.

Zal6zmy teraz, ze f jest funkcja réznowarto$ciowa i przeksztatcajaca zbior X na zbior
Y. Wobec tego, jesli y € Y, to istnieje w zbiorze X jeden elment x taki,ze y=f (x)

Wykazemy, ze funkcja g:Y — X, okreS§lona wzorem g(y) =Xx, jest odwrotna do
funkcji f. Rzeczywiscie, jeSli xe X, to g(f(x)) =g(y) =x, zaS gdy yeY, to
f(g(y))=f(x)=y.0

Wiemy zatem, kiedy funkcja jest odwracalna. Kolejne twierdzenie odpowiada na pyta-
nie o to, ile istnieje funkcji odwrotnych do danej funkcji.

Twierdzenie
Jezeli funkcja f: X — Y ma funkcje odwrotna, to tylko jedna.

(UDowdd. Zatézmy, ze funkcjami odwrotnymi do funkcji f: X — Y sg funkcje g,:Y - X
i g,:Y—X. Wowczas je§li yeY, to f(gl(y)) =y i f(g2(y)=y, a wigc
f(g1(y)=f(g2(y)), skad na mocy réznowartosciowosci funkcji f wynika, ze
g1(y)=g2(y). Otrzymana réwnos¢ dowodzi réwnosci funkcji g,i g, na zbiorze X.[J

Teraz pokazemy na przyktadach, jak wyznacza¢ wzor funkcji odwrotnej do funkcji da-
nej wzorem. Na 0og6t w tym celu wyznaczamy x z réwnania y=f(x), gdzie x€ Dy, a na-
stgpnie w otrzymanej zalezno$ci zast¢pujemy x przez y oraz y przez x. Funkcje odwrotna
do funkgcji f oznacza¢ bedziemy symbolem f .

Przyklad 5. Wyznacz wzor funkcji odwrotnej do funkeji f (x) == 3x+ 1.
Rozwiazanie:

Najpierw wykazemy, ze funkcja ta jest odwracalna.

Dziedzina tej funkcji jest zbior R liczb rzeczywistych. Takze zbior jej wartosci jest zbio-
remR, tojest f(R)=R.Istotnie, jesli x€ R, to f(x)€R.Stad f(R)C R. Aby stwier-
dzi¢, ze RCf (R), wystarczy dla dowolnej liczby rzeczywistej y znalez¢ taka liczbe
rzeczywista x, ze f (x)=y.

Ale

l-y
() f(x)=ye—-3x+1 =yex=o=

Funkcja f odwzorowuje wigc zbior R na zbiér R. Funkcja ta jest roznowartoSciowa
w tym zbiorze, gdyz dla dowolnych x,,x,€ R zachodzi implikacja: f(x,)=f(x;) =x;=x:
(sprawdz to!).
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8. Funkcje odwrotne

Zatem f jest odwracalna w zbiorze R. Funkcja f~'do niej odwrotna okreSlona jest
wzorem

f(x)= 1 gx, co wynika z ().

Przyklad 6. Wyznacz funkcje odwrotna do funkeji f(x)=x+ 1.
Rozwigzanie:

Dziedzing funkcji f jest, oczywicie, zbior R. Jesli x€ R, to f(x) € R, co dowodzi, ze
f(R) CR, oraz dla kazdej liczby rzeczywistej y istnieje liczba rzeczywista x taka, ze
f(x)=y (rozwiazujemy rownanie: x*+1=y i otrzymujemy: (+) x= 3/y—1), skad
RCf(R). Zatem f(R)=R. Funkcja f jest rtéznowartosciowa w zbiorze R, gdyz dla do-
wolnych liczb rzeczywistych x,, x5, jesli f(x,)=f(x2), to x;=x,.

Istotnie,

f(-XI):f(X2) :>xf+ 1 :x;.*_ 1 :UC?—)@:O:;‘
- <x1_x2)<x%+x1x2+x%>: 0=x,—x,=0Vx]+x,x,+x3=0=

1 1 2
:>x1:x2v§x12+ 5(x1+x2) +5x§=O SX,=X,VX,=X,=0=Xx,=X,.

WykazaliSmy wiec, ze f jest odwracalna w zbiorze R. Funkcja f~! w zbiorze R zada-
na jest wzorem

f1(x)=¥x—1 (cowynika z (x)).

Przyklad 7. Znajdz f~'(x), jesli f(x)= 1—1; dla kazdej liczby dodatniej x.
Rozwigzanie:
Wykazemy najpierw, ze f jest roznowartoSciowa w zbiorze R, oraz ze f (R +) = <0; 1).
Dla kazdych liczb dodatnich x;, x, mamy
f(x)=f(x2)= . fxl =7 f_zxz =x(14x;) =x, (1 +x;) = x,=x,,
co dowodzi ro6znowartoSciowosci f w zbiorze R..

Poniewaz 0 < 1—%—; <1 dla kazdej liczby dodatniej x € R., wigc f(R.) C (0;1).

Niech y bedzie dowolna liczbg z przedziatu (0;1). Istnieje x € R, takie, ze f(x) =),
gdyz

x o l4x_ 1,1 _1_1 1 _l=y
1+x-—y@ X —7@~f+1—7@7—7—1®7——y—®x—m
Yy Y
. 1- 1-
i oczywicie x=1—{;ER+ oraz f(x)zf(l{y)=1+l})}, = ly =y, gdy ye (0;1).
-y 1=y

Tak wigc rzeczywiscie (0; 1) Cf(R.). Zatem f(R,)=(0;1).
i funkcja ta okreS§lona jest wzorem

f“(x)=ﬁ dla xe (0;1).

g

obec tego istnieje [~
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V. Funkcje

Przyklad 8. Udowodnij, ze (gf) =f'og""

Rozwigzanie:

Niech funkcje f: X —-Y i g:Y— Z beda funkcjami odwracalnymi. Wykazemy, ze
zlozenie g-f jest funkcja odwracalng.

a) gef jest funkcja rownowartoSciowa w zbiorze X, gdyz dla dowolnych x,, x, ze zbioru
X, jesli g(f(x1)> =g (f(xz)), to f(x,)=f(x,), skad wynika, Ze x,=x, (skorzystali
$my kolejno z ré6znowartosciowosci funkcjig i f).

b) g-f odwzorowuje zbidr X na zbioér Z. Istotnie, dla kazdego elementu z ze zbioru Z
istnieje element y w zbiorze Y taki,ze z=g(y), gdyz g(Y)=Z, za$ dla kazdego
elementu y zbioru Y znajdziemy taki element x w zbiorze X, ze y=f(x), bo
F(X)=Y.

Stad jesli x€ X, to istnicje element z w zbiorze Z taki, ze z=g(y)=g(f(x))=
=(g+)(x).
Dla dowodu rownosci (g-f )— = fleg™! wystarczy stwierdzi¢, ze zlozenia

(fleg')e(gef) i (gef)e(f'eg™') sa funkcjami tozsamosciowymi odpowiednio

zbioréw X i Z (ryc. 5.31).

Ryc. 5.31.

I rzeczywiscie, jeSli x€ X, to

() ()= ) () 0) =) () -
=g (&(F(x))))=F " (£(x))=x.

orazjeSli z€ Z, to
((g2F)=(F 18 ))(2)=(&=N((f o8 )(2)) = (g=F)(f ' (87(2))) =
=5 (1(r(s7(2))) =g (g7 (2) ==
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9. Przeksztatcenia wykresu funkcji

Pytania i zadania %Y%‘
1. Podaj okreslenie funkcji odwrotnej do danej funkcji.
2. Kiedy funkcja jest odwracalna?
3. Rozstrzygnij, czy funkcja g jest funkcja odwrotna do funkcji f, jesli:
1 5 1-x 1-y
= —+ =—yV—— = —_— = —

Q) f(x)=245,g(y)=3y=3 BF(x)=170 g0)=13

o) f(x)=x2+1, g(y)=/y- L
4. Znajdz wzor funkeji £, jesli:

a)f(x):%x+ 2; b)f(x)=x—f——1; o) f(x)=x’-1

5. Czy funkcja odwrotna do funkcji monotonicznej jest monotoniczna?
6. Wykaz, ze (hogef) =ftog leht

7'. Dane sg funkcje g: R,— (0;1) i h: R.— (0;1) okreslone nastgpujaco:

X x?
ST =i

Znajdz takg funkcje f: R.— R, dla ktorej g f=h.

. Dane sg funkcje g: R, — (0;1) i h:R,— (0; 1) okreSlone wzorami:

__X _ x?
g(x)= 1+x° h(x)= 1+2x+x%"
Znajdz taka funkcje f: R, — R., dlaktorej gof=h.

9. Przeksztatcenia wykresu funkcji
Przesuniecie wzdtuz osi 0X

Przykiad 1. Sporzadz wykres funkcji y=(x+ 1)2, gdy xe R.
Rozwigzanie:

Poréwnajmy t¢ funkcje z funkcja y=x2
2

Zauwazymy, ze funkcja y=(x+1) przyj-

muje wartos$ci funkcji y=x? dla argumen- v !
tow o 1 mniejszych, na przyktad wartoS¢ 1

funkcja y=x? przyjmuje,2 gdy x=—11lub /

x =
warto$¢, gdy x=- 2 lub x= 0. Oznacza to,

1, a funkcja y=(x+1) przyjmuje te

\
/

ze odcigte punktéow wykresu funkcji y=(x+1)2 2

y =
punktow o tej samej rzednej wykresu funk-

2 .. .
(x+1) sg o | mniejsze od odcigtych f

cji y =x2 Aby zatem otrzymac wykres funk- 3 2 a0 1 2 X

cji y=(x+ 1)2, nalezy przesunaé wykres

funkcji y=x2 wzdtuz osi OX o 1 w lewo
(ryc. 5.32). Ryc. 5.32.
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V. Funkcje

Przyktad 2. Sporzadz wykres funkcji y= |x -2
Rozwigzanie:

Tym razem postuzymy si¢ wykresem funkcji y=|x| Zauwazmy przede wszystkim to,
ze funkcja y=|x- 2| przyjmuje wartosci funkcji y=|x|, dla argumentéw o 2 wigkszych,
na przykiad wartos¢ 2 funkcja y = | x| przyj-

, gdy xeR.

muje, gdy x=-2 lub x=2, a funkcja y 4

y=|x—2| przyjmuje te wartos$¢, gdy x=0

lub x= 4. Oznacza to, ze odcigte punktow . \\ yd

wykresu funkcji y=|x—2|sa o 2 wieksze v x| 2 / ——y

niz odcigte odpowiadajacych im punktow
o tej samej rzgdnej wykresu funkeji y = | x|.

Zatem gdy przesuniemy wykres funkcji T ol 1 2 3 ¥
y=|x| wzdluz osi OX o 2 w prawo, to

otrzymamy wykres funkcji y=|x-2] Ryc. 5.33.

(1yc. 5.33).

Analogicznie rozumujac dla dowolnej funkcji y=f(x) i liczby p, otrzymujemy
nast¢pujacy wniosek.

Whiosek. Wykres funkcji y=f(x~p) otrzymujemy, przesuwajac wykres funkeji y =f(x)
wzdtuz osi OX:

— 0p w prawo, gdy p > 0,

- opwlewo, gdy p<O.

Przesunigcie wzdtuz osi 0Y

Przyktad 1. Sporzadz wykres funkcji y=x+3, gdy x€ R.
Rozwigzanie:

Mamy tutaj funkcjg liniowa, ktorej wykresem jest prosta. Aby otrzymac ten wykres, za-
zwyczaj obieramy dowolnie dwa argumenty x,, x,, obliczamy dla nich wartosci y,, y, tej
funkcji, a nastepnie przez punkty (x;, y;)
i (x2,y,) prowadzimy prosta.

Ale mozemy tez postapi¢ inaczej. Po-
rownujac t¢ funkcje z funkcjg y=x, widzi-
my, ze funkcja y=x+ 3 przyjmuje war-
tosci funkcji y=x dla argumentéw o 3
mniejszych, na przykiad warto$¢ 1 funkcja
y=x przyjmuje, gdy x=1, a funkcja
y=x+3,gdy x=-2. Oznacza to, ze rz¢d-
ne punktow wykresu funkcji y=x+3 s3

o 3 wigksze od rzgdnych punktéw o tej sa-
mej odcigtej wykresu funkcji y=x. Za-
tem, gdy przesuniemy wykres funkcji y=x
wzdluz osi OY o 3 w gore, to otrzymamy
wykres funkcji y=x+ 3 (ryc. 5.34).
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9. Przeksztaicenia wykresu funkcji

Przykiad 2. SporzadZ wykres funkcji y=x*-2,gdy xER.

Rozwigzanie: y |
Zauwazmy, ze warto$ci funkcji y=x?—2

sg 0 2 mniejsze od wartosci funkcji y=x? dla

tych samych argumentéw x. Oznacza to, ze R & Sl 5

rzedne punktéw wykresu funkcji y=x2-2

sg 0 2 mniejsze od rzgdnych punktow o tej sa-

mej odcietej wykresu funkcji y=x2 Aby y=x2-2

wiec otrzymac wykres funkcji y=x?- 2, na-

lezy przesuna¢ wykres funkcji y=x? wzdtuz ——\— e -

0si OY 0 2 w dot (ryc. 5.35). 2 N0 Y2 X
Przeprowadzajac podobne rozumowanie

dla dowolnej funkcji y=f(x) i liczby g,

otrzymujemy nast¢pujacy wniosek. Ryc. 5.35.

Whiosek. Wykres funkcji y=£(x) + g otrzymujemy, przesuwajac wykres funkcji y=£(x)
wzdtuz osi OY:

- 0qwgore, gdy g>0,

- ogwdol, gdy g<0.

Przesunigcie wzdtuz osi 0X i wzdtuz osi 0Y

Przyklad 1. Sporzadz wykres funkcji y= [x— 1| +2,gdy xeR.
Rozwigzanie:

Postuzymy si¢ wykresem funkeji y=|x| Wiemy juz, ze gdy go przesuniemy wzdtuz osi
OX o 1 w prawo, to otrzymamy wykres funkcji y= |x— 11. Gdy za$ przesuniemy wykres
funkcji y= ‘x— 1} wzdluz osi OY o 2 w gore, to otrzymamy wykres funkcji y=|x— 1| +2
(ryc. 5.36).

[ ™~
Y y=|x-1]+2
y=1x| <N y=lx-1]
1 |
|
o 1 X
Ryc. 5.36.

Przekonaj si¢, ze do wykresu funkcji y= ‘x— 1| + 2 mozna takze dojS¢, przesuwajac
wykres funkcji y= |x| wzdtuz osi OY w gore o 2, a nast¢pnie otrzymamy wykres, przesu-
wajac wzdluz osi OX o 1 w prawo.
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V. Funkcje

Przyklad 2. Sporzadz wykres funkcji y=(x+ 3)2 -1, gdy xeR.
Rozwigzanie:

Tutaj postuzymy si¢ wykresem funkcji y=x2. Gdy przesuniemy go wzdtuz osi OX o 3
w lewo, to otrzymamy wykres funkcji y=(x+ 3)2, prawda?

Naste¢pnie, przesuwajac ten wykres wzdtuz osi OY o 1 w dot, dostaniemy wykres funk-
Gji y=(x+3)'—1 (ryc. 5.37).

y |
- \ . |
y=(x+3)
\ | 1,
\
/ P 2 y:x*
y=(x+3)*-1 I
-4\ -3 -1 0 11 2 X
Ryc. 5.37.

Sprébuj dojs¢ do wykresu funkeji y=(x+ 3)2 — 1, przesuwajac wykres funkcji y=x?
wzdluz osi OY w d6t o 11 otrzymany wykres przesuwajac wzdtuz osi OX w lewo o 3.

Whniosek. Wykres funkcji y=f(x- p)+q otrzymujemy, przesuwajac wykres funkcji
y=f(x)wzdtuz osi OX o p, a nastepnie — wzdtuz osi OY o ¢ lub na odwrét.

Symetrie (odbicia) wzgledem osi uktadu wspétrzednych
1. Symetria wzgledem osi 0X

Przykitad. SporzadZ wykres funkcji y=—x2, gdy xe R.
Rozwigzanie:

Poréwnajmy te funkcje z funkcja y=x2. \
Zauwazmy, ze funkcje te przyjmuja przeciw- 3 41 )
ne wartoSci dla tych samych argumentéw. To
za$ oznacza, ze punkty wykresow tych funk-
cji o rownych odcietych maja przeciwne \ 1|
rz¢dne. A takie punkty, jak fatwo si¢ przeko- h
nac, leza na pla§zczyinie wspc’)‘lrzc;dnych 3 —iﬁ\i 5 ¥
XOY symetrycznie wzgledem osi OX. Za- 0 R R
tem odbijajac symetrycznie wzglgdem osi ‘
OX wykres funkcji y=x? otrzymamy wy- T
kres funkcji y=-x2 (ryc. 5.38).

Analogiczne rozumowanie przeprowa- f 4 !
dzone dla dowolnej funkgji y=f(x) pozwa-
la wysuna¢ ponizszy wniosek. Ryc. 5.38.

[ ]
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9. Przeksztafcenia wykresu funkcji

Whiosek. Wykres funkcji y=—f(x) otrzymujemy, odbijajac symetrycznie wzgledem osi

OX wykres funkcji y=f(x).

y A
P(x,y)
®

P'(x,-y)

2. Symetria wzgledem osi 0Y

Ryc. 5.39.

Y A

e

— 5

y==f(x)

Tym razem przejdzmy od razu do og6lnego przyktadu.

Bez trudu mozna zauwazy¢, ze punkty lezace na plaszczyZznie wsp6irzednych XOY, sy-
metrycznie wzgledem osi OX, maja rowne rzedne, a przeciwne odcigte. Jeden z nich w sy-
metrii wzgledem osi OY przechodzi na drugi i na odwr6t (ryc. 5.40).

A
Y
P(x,y1) | P'(=x,y1)
Y
Q'(=x2,y2) Q(x2.y2)
, 3
’}Cz X o X ’éz X
Ryc. 5.40.

Rozwazmy wykres funkcji y=f(x)
i odbijmy go symetrycznie wzgledem osi
OY. Powstaje pytanie o wzor funkcji,
ktorej wykresem jest otrzymany w tej sy-
metrii obraz wykresu funkcji y=f(x).

Jasne jest, ze punkty tego obrazu
(ryc. 5.41) maja te same rzgdne, co od-
powiadajgce im w tym odbiciu punkty
wykresu funkcji y=f(x), lecz przeciw-

ne odciete. To za$§ oznacza, ze funkcje:

y A
y /(B y=f(x)
/ 0 X

Ryc. 5.41.

17
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y=f(x) ita, ktorej wzoru poszukujemy, przyjmuja dla przeciwnych argumentow rowne
wartoSci.
Poszukiwany wzor ma wigc posta¢ y=f(—x).

Whiosek. Odbijajac symetrycznie wzgledem osi OY wykres funkcji y=f(x), otrzymuje-
my wykres funkcji y=f(-x).

Moze sig tak zdarzy¢, ze wykresy funkcji y=f(x) oraz y=f(-x) si¢ pokryja. Ozna-
cza¢ to bedzie, ze funkcje te sa réwne, to znaczy, ze spetniony jest warunek f(x) =f(-x).
Wtedy tez powiemy, ze wykres funkcji y=f(x) jest symetryczny wzgledem osi OY
(ryc. 5.42).

(a,b)

Stad wynika wazny dla nas wniosek.

Whiosek. Kazda funkcja parzysta ma wykres symetryczny wzgledem osi OY.
Ponizej podajemy, dla przypomnienia, dwa przyktady funkcji parzystych i ich wykresy.

2 -1 0 1 2 y -2 -1 0 1 2 yx

Ryc. 5.43.
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9. Przeksztatcenia wykresu funkcii

3. Symetria wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych

Odbijmy symetrycznie wykres funkcji y=f(x) kolejno wzgledem osi OX i OY. Otrzy-
mamy oczywiscie wykresy funkcji odpowiednio y=—f(x) i y=—f(-x).

Gdybysmy w tych odbiciach zamienili osie OX i OY rolami, to znaczy, gdybySmy wykres
funkcji y=f (x) odbili symetrycznie kolejno wzgledem osi OY i OX, to otrzymalibySmy
wykresy funkcji y=f(—x) i y==f(-x) (ryc. 5.44).

Ryc. 5.44.

W obu przypadkach wykres funkcji y=—f(-x) otrzymalimy z wykresu funkeji
y=f(x), wykonujac jego odbicia wzglgdem osi uktadu wspotrzgdnych.

Zauwazmy, ze funkcje y=—f(-x) i y=f (x) przyjmuja przeciwne wartosci dla prze-
ciwnych argumentéw. Oznacza to, ze odcigte punktow wykresow obu funkcji i ich rzg¢dne s3
liczbami przeciwnymi. A przeciez tatwo spostrzec, ze pary punktow, ktorych odcigte i rzed-
ne sa liczbami przeciwnymi, leza na ptaszczyznie wsp6irzednych XOY symetrycznie wzgle-
dem poczatku uktadu wspotrzednych, czyli punktu (0, 0). Zatem wykresy funkcji y=f(x)
i y=—f(-x), jako zbiory takich punktow, tez sa symetryczne wzglgdem punktu (0,0).

Oczywiscie nie jest to dzietem przypadku. Osie OX i OY s3 do siebie prostopadle.
A zapewne pamigtasz z gimnazjum, ze zamiast przeksztaicac figure po kolei w dwoch sy-
metriach osiowych o osiach prostopadiych, wystarczy przeksztalci¢ t¢ figure w symetrii
wzgledem punktu przeciecia si¢ tych osi, bo i tak bedzie to ten sam obraz. Stad wysnuc
mozna nastgpujacy wniosek.

Whiosek. Odbijajac symetrycznie wzgledem punktu (0,0) wykres funkcji y=f(x), otrzy-
mamy wykres funkcji y=—f(-x).

Moze sie tak zdarzyé, ze wykresy funkcji y=f(x) i y=—f(-x) si¢ pokryja. Oznaczac
to bedzie rownosé tych funkji, to jest rowno§¢ f(x)=—f(-x), czyli nieparzystos¢ funk-
cji f, a ponadto symetrycznosé jej wykresu wzgledem punktu (0,0).

Zatem otrzymujemy kolejny wazny wniosek.

Whiosek. Wykres kazdej funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgledem punktu (O, O).
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V. Funkcje

Oto przykiady funkcji nieparzystych i ich wykresy:
! /

% Y
y=x? /

y=1
\ /
> /
\
T o X o XV
< /

Ryc. 5.45.

Zmiana skali wzgledem osi uktadu wspétrzednych

1. Zmiana skali wzgledem osi 0X

Przyklad 1. SporzadZ wykres funkcji y=4x?% gdy x€ R.
Rozwiazanie:

Zapiszmy wzor tej funkcji w rownowaznej postaci: y = (2x)2 1 poréwnajmy ja z funk-
cja y=x% Nietrudno teraz zauwazy¢, ze funkcja y= (235)2 przyjmuje wartosci funkcji
y=x?, ale dla argumentéw dwa razy mniejszych. Dlatego aby otrzymaé wykres funkcji
y=4x?, wystarczy zmieni¢ wykres funkcji y=x2 w skali 5 wzgledem osi OX. Mozna to
wyrazi¢ pogladowo: wykres funkcji y = 4x? powstaje z wykresu funkcji y=x2 w ten spo-

sob, ze kazdy jego punkt (x, y) zamieniamy na punkt <§, y), na przyktad (1;1) na (%, 1),
(2:4) na (1;4) itp. (ryc. 5.46.).

Przyktad 2. Sporzadz wykres funkcji y= i x?, gdy xeR.
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9. Przeksztatcenia wykresu funkcji

Rozwiazanie:
Tutaj rowniez mozemy si¢ postuzy¢ wykresem funkcji y =x2. Zapiszmy najpierw wzor
danej funkcji w rownowaznej postaci:

Widzimy teraz, ze przyjmuje ona wartoSci funkcp y =x?, ale dla argumentéw dwa ra-
zy wigkszych. Aby wigc otrzymac wykres funkcji y=— x , wystarczy zmieni¢ wykres funk-
cji y=x2 w skali 2 wzgledem osi OX, czyli kazdy punkt (x y) wykresu funkcji y=x2
zamieniamy na punkt (2x,y), na przyktad (1,1) na (2,1), (2,4) na (4,4)itp. (ryc. 5.47).

\ \ \/ /
\
) 4|9 24) {44
NI /
= lxz

N ijm/ Vs

J_é-é_io i'zéétx

Ryc. 5.47.

PrzejdZmy do wniosku ogélnego.
Whiosek. Aby z wykresu funkcji y=f(x) otrzyma¢ wykres funkgji y=f (ax), gdzie a #0,
wystarczy kazdy punkt (x, y) wykresu funkcji y=f (x) zamieni¢ na punkt (%, y). Ozna-
cza to zmiane¢ wykresu funkcji y=f (x) w skali % wzgledem osi OX.

2. Zmiana skali wzgledem osi 0Y
Powr6émy do funkcji z przyktadow 1 i 2 dotyczacych zmiany skali wzgledem osi OX.

Przyklad 1. y=4x2 gdy xeR.

Poroéwnajmy te funkcj¢ z funkcja y=x? ale inaczej niz wtedy. Zauwazmy mianowicie,
ze dla tych samych argumentdw x wartosci funkeji y = 4x? s cztery razy wigksze niz funk-
cji y=x2 Zatem dla otrzymania wykresu funkcji y = 4x?* wystarczy zwigkszyC cztery razy
rzedne punktow wykresu funkcji y =x2 Mowimy wowczas, ze zmieniamy wykres funkcji
y=x? skali 4 wzgledem osi OY.

Przyklad 2. y= % x?, gdy xeR.

Poniewaz wartoSci tej funkcji sg cztery razy mniejsze niz warto$ci funkcji y=x? dla
tych samych argumentow x, w1e;c wykres funkcji y=— x otrzymujemy z wykresu funkcji
y=x?2, zmieniajac go w skali — wzgl¢dem osi OY.
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V. Funkcje

Wniosek. Aby z wykresu funkcji y=f(x) otrzymac wykres funkcji y=bf(x), gdzie
b# 0, wystarczy kazdy punkt (x,y) wykresu funkcji y=f(x) zamieni¢ na punkt (x,by).
Oznacza to zmiang wykresu funkcji y=f(x) w skali b wzgledem osi OY.

3. Zmiana skali wzgledem osi 0X i 0Y

Zmienmy wykres funkcji y=f(x) kolejno w skali a wzgledem osi OX i w skali b wzgle-
dem osi OY. Otrzymamy kolejno wykresy funkcji y=f(ax) i y=bf(ax), prawda? Prze-
konaj sig, ze do wykresu funkcji y = bf (ax) mozna takze dojs¢, zmieniajac wykres funkcji
y=f(x) kolejno, najpierw w skali b wzgledem osi OY, a nastepnie w skali a wzgledem osi
OX (ryc. 5.48).

v ! Y
3 3+
I |
i | |
Ny =3f(2x) Vo
2t I 2t | |
j y=3f(2x) =~ [\
AL /Y
1 AR 1 AR
= 1 1 |
-2 _.1 2 ! -2 —‘1 2 C N
o 1 ‘ o 1
A°r 2 x \ X
XN 4 A -
/ . !
y=f(2x) 3 - 3 : -
| AN
: y=2f(x) \/ \
-3 -3
Ryc. 5.48.
Otrzymujemy wniosek.

Whiosek. Aby z wykresu funkcji y=f(x) otrzymac wykres funkcji y=>bf (ax), gdzie
a# 0, b+# 0, wystarczy wykres funkcji y=f (x) kolejno zmieni¢ w skali a wzgledem osi
OX i w skali b wzgledem osi OY.

Pytania i zadania

1. W jaki sposob z wykresu funkcji y=f(x) mozna otrzyma¢ wykres funkcji:
a)y=f(x=p) byy=f(x)+q c)y=f(x-p)+q
dy=f(=x)  ey=—f(x)  Hy==f(-x)?

2. Jaka wlasno$¢ ma wykres funkcji:
a) parzystej, b) nieparzystej?

3. W jaki sposob z wykresu funkcji y=f(x) mozna otrzyma¢ wykres funkcji:

a)y=f(ax), b)y=bf(x), c)y=bf(ax)?
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4. Postugujac sie wykresem funkcji y=x, sporzadZ wykresy funkcji:
a)yz%x; b) y=3x; c)y=x—2.
5. Postugujac sie wykresem funkcji y=x2, sporzadz wykresy funkcji:

a)y:(x—l)z; b) y=x2+2; c¢)y=2x2%
6. Postugujac si¢ wykresem funkcji y = %, sporzadz wykresy funkcji:
1 1 1
a)y=4—p  Dy=r+Lh oy=53
3 2
d)y_;a ‘e)y__;’

10. Sporzadzanie wykresow funkcji. i
Odczytywanie wiasnosci funkcji z wykresu

W poprzednim paragrafie poznalismy sposoby otrzymywania wykresow funkcji. Obecnie zaj-
miemy sie zastosowaniem ich w praktyce. Zanim jednak przejdziemy do konkretnych przykia-
dow funkgji i ich wykresow, rozstrzygnijmy jeszcze dwa problemy.

Problem 1. W jaki sposob mozna otrzymaé z wykresu funkcji y=f(x) wykresy funkcji:
a)y=f(xl; byy=[f(x)l; o) y=|f|x[|]?

Rozwigzanie:
Zgodnie z okresleniem wartoSci bezwzglednej mamy:
f(x): x>0
a = x =
)y f(l |) f(=x): x<0.
— y=f(x)
— y=f(-x) _
y=f(x)
— y=f(xD : -
N

Ryc. 5.49.
Whiosek. Wykres funkcji y=f (|x|) jest suma wykresow funkcji y=f(x) dla x>0 i funkcji
y=f(-x) dla x<O0.

f(x): f(x)=0

b) y:‘f(x)Iz —f(x): f(x)<O0.

177



V. Funkcje

— y=~f(x) /
— y=|f(»)| .

Ryc. 5.50.

Whniosek. Wykres funkcji y=|f(x)| jest sumg tych czesci wykresow funkcji y=f (x)
iy=f(=x), ktére na plaszczyznie XOY leza nie nizej niz o§ OX.

F(Ixl): £(x]) >0,

DV 5 s <o
Y
y=1lxD)]
0 ()
— y=A(x]) / .
— y=f(x]) X
— y=IfxDlI

y==f(lx])
y=f(-x)

Ryc. 5.51.

Whiosek. Wykres funkcji y=|f(|x|)| jest suma tych czesci wykresow funkcji y=f (|x|>
iy=—f(|x]). kidre na ptaszczyznie XOY leza nie nizej niz 0§ OX.
Problem 2. Jak z wykresu funkcji odwracalnej y=f (x) otrzymac wykres funkcji dofi od-
wrotnej?
Rozwigzanie:

Rozstrzygnijmy to najpierw na konkretnym przyktadzie. Niech f:{1,2,3} —{1,2,3}
bedzie funkcja okreslong nastepujaco:

fxyl 31 2
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Funkcja ta jest roznowartosciowa w zbiorze A4 i odwzorowuje go na siebie. Istnieje wigc

funkcja odwrotna do niej f!: {1, 2, 3} - {1, 2, 3} i okreSlona nastgpujaco:

X 1

T
\
|
|

) 2

Poréwnajmy wykresy tych funkcji, czyli zbiory:

w,={(13).2.1).(3.2)},
Wy ={(1.2).(2.3).(3.1)}

Widzimy, ze punkty wykresu funkcji f
1 punkty wykresu funkcji f~! lezg na plasz-
czyznie XOY symetrycznie wzgledem proste;j
przechodzacej przez punkty (0,0) i (1,1);
w symetrii tej punkt (1,3) przechodzi na
punkt (3, 1), punkt (2, 1) na (2, — 1), a punkt
(3,2) na(2,3).

Aby si¢ przekonad, ze w symetrii tej do-
wolny punkt (a,b) na plaszczyznie XOY
przejdzie na punkt (b,a), wystarczy rozwa-
zy¢ odpowiednie trojkaty przystajace, na
przyklad, gdy a > 0, b > 0, to s3 to trojkaty
OPR10QS (ryc. 5.53).

Wiemy juz, ze funkcje f:X-Y
ig:Y—X s3 do siebie odwrotne, gdy dla
kazdego elementu x zbioru X i elementu y
zbioru Y, prawdziwa jest réwnowaznoS$¢
x=g(y)ey=f(x).

Zatem zbiory {(x,y): x€X i ye Y}
i {(y,x): yeEY i xeX} sa wykresami
odpowiednio funkcji f i funkcji don odwrot-
nej f .

Stad wynika nastepujacy wniosek.

y A
(1,3) (2,3)
+3 LN LN
N\
» AN
1,2
|, a2 .
. (3.2)
\\\\ AN
11 o ®
@n G
O + +
1 2 3 x
Ryc. 5.52.
A
Y
S Qib)a)
aﬂy"” ”m”"\
b+ e P(a,b)
0N al
b a X
Ryc. 5.53.

179
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Whiosek. Wykres funkcji odwrotnej do funkcji y = f (x ) otrzymujemy przez odbicie syme-
tryczne wykresu funkcji y = f (x ) wzglgdem prostej przechodzacej przez punkty (0,0)i(1, 1).

y=f(x)

Y‘

Ryc. 5.54.

Oto przykfady funkcji wzajemnie odwrotnych 1 ich wykresy:

y=x2 gdy x<0

y=x", gdy xeR

/
Y

o

y=23x, gdy x€R .
Y Y
/ / 42H
3f #(1,3) 3
/'/_v :{ gdy xeR 2 *2)
i/ 1 y=/%, gdy x>0
oG _ _
~ 1 3 X O 1234
//l
/
Y
y=x% gdy x<0
o X y =Vx, gdy xeR
y=-vx, gdy x=0
/
Ryc. 5.55.

PrzejdZzmy teraz do sporzadzania wykresow funkcji.

Przykiad 1. Naszkicuj wykres funkcji y= \/E , gdy xeR.

Rozwiazanie:

Szkicujemy najpierw wykres funkcji y= J/x, gdy x>0, a nastepnie wykres funkcji
y=/—x, gdy x < 0 (odbijajac tamten wzgledem osi OY') i wykres funkcji y= /m gotowy,

gdyz
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10. Sporzadzanie wykresow funkcji. Odczytywanie witasnosci funkcji z wykresu

/m_ \/;3 x>0 Y‘
/—ix: x<0.

y=/=x y:/_f

(@] X

Ryc. 5.56.

Przyktad 2. Naszkicuj wykres funkcji y = |x2 - 1|, gdy xeR.
Rozwigzanie:

Najpierw szkicujemy wykres funkcji y=x7? v
potem y=x*- 11 ostatecznie y= |x2 - l| (od- \ y=x2/]
bijajac t¢ cze$¢ wykresu funkeji y=x2— 1, kt6- \ /
ra jest ponizej osi OX). \ [ y=1x2-1]
\ /
_i 0] 1 X;
Ryc. 5.57.
Przykiad 3. Sporzadz wykres funkcji y=|||x| 1|~ 1}, gdy x€R.
Rozwigzanie:
Szkicujemy kolejno wykresy funkcji:
y=lxl y=lx[=1 y=llx[=1} y=[lx[-1]-1
i ostatecznie
y=[llx= 1= 1
Y | Y | vt

-1 0 1 x -1NO 1

>y

///
g y=lllx|=1-1|

v \\l//z ;%
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Przyklad 4. Dana jest funkcja

3—x: x=0

f(x):{3+x: x<0.

Narysuj wykres funkcji y= lf |f(x)” .
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze dang funkcje mozna zapisa¢ wzorem f (x) =3 —|x|. Wobec tego funk-
cja, ktorej wykres mamy narysowaé, ma postaé y = |3 -3~ |x|H
Oto kolejne etapy otrzymywania wykresu:

J \ J

Y . y | ) Y

1 AN
y=lx| N
o 5% -1 X
Ryc. 5.59
Y y y A
y=3-3-|x||

y=13-Ixll ;
\/v \ 3 3
-3 0 3 Y ////ng 3 ;% 6 =30 3 6. yx
-3 3 , 13 .

y==13=Ix|

Ryc. 5.60.

I gotowy wykres

y=13=13~ x|l

6 30| 3 6

Ryc. 5.61.
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Przyklad 5*. Narysuj wykres funkcji

1
y=max {m, |x|}
gdzie max{a, b} oznacza nie mniejsza z liczb a i b.
Rozwiazanie:
Dana funkcja jest oczywiécie okreSlona w zbiorze R \{0}.
Poniewaz zgodnie z definicja

max{r)lc—l,|x|}=|x| e |x| = ﬁ e x| =1,

za$ max{—l—,|x|}:L & L>|x|/\x760 e 0<|x|<1,
| x| x| [ ]

wiec nasza funkcje mozemy okre§li¢ nastgpujgco:

|x|, gdy x<-1 lub x>1
y= ﬁ gdy —1<x<0 lub O<x<LI
Sporzadzamy najpierw wykresy funkcji y=|x|i y= m, a nastgpnie zostawiamy czg¢SC
wykresu:
— funkcji y=|x|, gdy x<-11Iub x>1,
— funkcji |17|, gdy —1<x<0, lub0<x<1,
ktorych suma stanowi wykres danej funkeji (ryc. 5.62).

v !
1 4
-1 O 1 X
Ryc. 5.62

Przykiad 6°. Sporzadz wykres funkcji

1 +x? 1+x2
+1-

2x 2x
x .

1+x2 1+x2
+1+ -1
2x 2x

-1
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Rozwigzanie:
Zauwazmy najpierw, ze dziedzing tej funkcji jest zbidr liczb rzeczywistych dodatnich.
Nastepnie przedstawmy wzor danej funkcji w najprostszej postaci.

2 (L) L))
X —-X
Poniewaz'l;x +1= o 0 l;x -1= o , wiec
1+x2+1_|1+x| oraz 1+x2_1_]1—x|
G T M T T A
Zatem wzor funkcji przybiera postac:
. [I+x|—]1-x| [x gdy O<x<I
Y e+ =% |1, gdy x> 1.
Oto jej wykres
Y
1_
0 i X
Ryc. 5.63.
Przykiad 7°. Sporzadz wykres funkcji y=x+{x}+[x]+|x|, gdy xeR.
Rozwigzanie:
Poniewaz [ x|+ {x} =x dlakazdej liczby rzeczywistej x, wigc y=2x+]|x|, czyli
3 x>0
Y1 x: x< 0.
Oto wykres Y

Ryc. 5.64.

184



10. Sporzadzanie wykresow funkcji. Odczytywanie wiasnosci funkciji z wykresu

Przyklad 8. SporzadZ wykres funkcji y= ’|x|3— 3|x|2+ 3|x|— 3|, gdy xeR.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze na mocy wzoru (a — by =a’-3a’b+3ab*- b’

y= |l =31x "+ 3] =3[ =|lx) =3 " 143 ] 13- 1P-2|=|(lxl- 1y'-2|

Aby wicc sporzadzi¢ wykres danej funkcji, wystarczy narysowac kolejno wykresy naste-
pujacych funkcji:

yzﬁ,yzhyqf—z,y:Qﬂ—1f—2iwmuaey:prwf—zhw055ﬂ.

A

Y

Ryc. 5.65.

Przyktad 9. Narysuj wykres funkcji y= lxz +2 |x| -1, gdy xe R
Rozwiazanie:
Poniewaz y= ‘x2+ 2|x| - 1| =

2
(1 x| + 1) -2 ’, wiec wystarczy narysowac kolejno wykre-
sy funkcji:

y=xt
2
y=(x+1),
y=(x+ 1) =2, (ryc. 5.66)
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V. Funkcje

=

(x+1)%-2

/1 V=

Ryc. 5.66.

"

[ (lel+1)=2]

[

y

(|x| + 1)2— 2’ (ryc. 5.67).

i ostatecznie y

Ryc. 5.67.
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10. Sporzadzanie wykresow funkcji. Odczytywanie wtasnosci funkciji z wykresu

Odczytywanie wtasnos$ci funkcji z wykresu

Niemal kazdego dnia zasypywani jesteSmy informacjami w postaci wykresow doty-

czacych zwlaszcza gospodarki, ekonomii, meteorologii, demografii itp. Dlatego bardzo
wazna w zyciu jest umiejetno$¢ odczytywania pewnych wiasnosci funkcji na podstawie jej
wykresu.

Spojrzmy na ponizszy wykres pewnej funkcji y =f ( x).

Y
des -
|
T | I
| [ |
| | ! |
| I [ |
[ | | ! | | | |
| | { | | | ! l | |
| | i | [ [ | ! | | |
& - — ° — = = - - * ¥ & - * - >
a X\ Xy X3 faXs X Xy Xg  Xg Xy X1 X M3 x4 X5 b X
! |
i
!
C ¢ -

7.
8.

Ryc. 5.68.

Oto wiasnosci tej funkcji, mozliwe do odczytania z tego wykresu :

. Dziedzing tej funkcji jest przedziat (a; b>, a zbiorem wartoSci przedzial <c ;d )
. Funkcja ta nie jest roznowartosciowa, bo na przyktad f(xs)=f(xe).
. Funkcja ta nie jest monotoniczna w calej dziedzinie, ale jest monotoniczna przedzia-

tami, na przyklad w przedziatach: (x; x3), (x10; x12) — maleje, w przedziatach: (x3:x5),
(x65x5), (X0:X10)s (x12;x14) — rosnie, a w przedziafach: (a;x1), (x55x6), (x55%0) jest
stala.

. Funkcja ta nie jest stalego znaku, na przyktad w przedziatach (x,;x4), (x11: x13) jest

ujemna (wykres funkcji w tych przedziatach jest ponizej osi OX), za$ w przedziafach:
(a;x2), (x45x0), (X133 b)jest dodatnia (wykres funkcji w tych przedziatach lezy powy-
zej osi odcigtych).

. Miejscami zerowymi tej funkcji sg liczby: x,, X4 Xy 1 Xp3
. Najwieksza wartos¢ funkcja ta przyjmuje w x ;o1 wynosi ona d, za$ najmniejszg — rowng

¢ —w punkcie x,.

Funkcja ta nie jest ani parzysta, ani nieparzysta (dlaczego?).

Funkcja ta nie jest okresowa (dlaczego?).

Popatrzmy na wykres, ktory pokazuje, jak si¢ zmieniala temperatura powietrza od 20

grudnia 2001 roku do 4 stycznia 2002 roku (ryc. 5.69). Bez trudu mozna odczytac, ktore-
go dnia bylo najzimniej, a ktorego najcieplej, w jakich dniach temperatura spadata, a w ja-
kich rosta.

I na koniec jeszcze kilka danych przedstawionych za pomocg wykresow (ryc. 5.70, 5.71,

5.72,5.73)
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V. Funkcje

Ryc. 5.69.

KINA (stan w dniu 31 XII)

1435

2000 rok

1999

1996 1997

1995

1990

Zrodlo: Rocznik statystyczny Rzeczypospolitej Polskiej. Warszawa 1998, 2001

Ryc. 5.70.
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10. Sporzadzanie wykresow funkcji. Odczytywanie wiasnosci funkcji z wykresu

TELEFONY STACJONARNE I KOMORKOWE W GOSPODARSTWACH DOMOWYCH

w %‘
761+

6371
57+

471

3()-»,,,”,, -
36 oo

1990 199 1994 1996 1997 1999 2001
rok
telefony stacjonarne telefony komérkowe
Zrodio: CBOS
Ryc. 5.71.

PRZYJAZDY CUDZOZIEMCOW DO POLSKI
W tys. ‘

89117,9 -
87438,6 +
878174 +

845149 +
82243,6

1995 1996 1997 1999 2000  rok

Zrédto:  Rocznik statystyczny Rzeczypospolitej Polskiej. Warszawa 1998, 2001

Ryc. 5.72.
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CZY NA OGOL JEST PAN(I) ZADOWOLONY(A) Z CALEGO ZYCIA?

w %

61

Zadowolony(a)

Srednio zadowolony(a)

12]
g ! ‘ Niezadowolony(a)
%:_----—--—____I___'_';:_;___‘i____'_-_____:5 ,,,,,,,,,,,,,,,, Trudno powiedzie¢
X1 1994 11997 IV 1999 IV 1999  miesigc

Zrodto: CBOS

Ryc. 5.73.

%‘Q\, Pytania i zadania

1. W jaki sposob otrzymujemy z wykresu funkcji y=f (x) wykresy funkgji:
Ay=f(x;  By=lf(x)  y=If(xD?

2. Jak z wykresu funkcji y=f (x) otrzymujemy wykres funkcji do niej odwrotnej?

3. Narysuj wykresy funkcji:

a)y=[-x];  byy==[x];  oy=[lx]l;  d)y=|[x]I.
4. Narysuj wykresy funkcji:

a)y=|x*—4|x|+1]; b)y:I|x|3+3x2+3|x|’.
5. Sporzadz wykresy funkc;ji:

. 1
a)y=mm{m,lﬂ}; b) y=[2 |1~ 1 - |x]l].
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1. Funkcje trygonometryczne kata ostrego w trojkacie prostokatnym

VI. Funkc;e t ry gnometryczne
1. Funkcje trygonometryczne kata ostrego w trojkacie prostokatnym

Narysujmy dowolny trojkat prostokatny i oznaczmy jeden z jego katow ostrych literg a.

przyprostokatna przeciwlegta
katowi o

przyprostokatna przylegla
do kata o

~

!

przeciwprostokatna

Ryc. 6.1.

Bok tego trojkata lezacy naprzeciw kata prostego nazywamy przeciwprostokatng,
a pozostale dwa boki — przyprostokatnymi, przy czym jedng z nich nazywamy przyprosto-
katng przylegla do kata @, a drugg — przyprostokgtna przeciwlegla temu katowi (ryc. 6.1).

Okreslmy teraz funkcje trygonometryczne kata o jako stosunki dfugosci odpowiednich
bokow tego trojkata.

[Sinusem kata ostrego a w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek dfugosci przypro—]

stokatnej przeciwleglej katowi a do diugosci przeciwprostokatne;.

Sinus kata a bedziemy nazywaé: sinc.

[Cosinusem kata ostrego 0 w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek dtugosci przy—]

prostokatnej przylegtej do kata o do dlugosci przeciwprostokatne;j.

Cosinus kata o zapiszemy krotko: cos .

|

Tangensem kata ostrego & w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek diugosci przy-
prostokatnej przeciwlegtej katowi & do dlugosci przyprostokatnej przyleglej do kata .

Tangens kata o piszemy krotko: tga.

[Cotangensem kata ostrego o w tréjkacie prostokatnym nazywamy stosunek diugosci przy-J

prostokatnej przylegtej do kata o do dtugosci przyprostokatnej przeciwlegtej katowi a.

Cotangens kata  bedziemy zapisywac: ctga.

Definicje te, wbrew pozorom, nie zaleza od trojkata prostokatnego, w ktorym kat o
wystepuje, a jedynie od miary tego kata. Tym nie mniej na razie t¢ kwesti¢ zostawmy.
Wrécimy do niej nieco pdzniej.
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VI. Funkcje trygonometryczne

Z powyzszych definicji wynika nastepujacy wniosek.
Whiosek. Funkcje trygonometryczne kata ostrego w trojkacie prostokatnym sa dodatnie.

Z ostatnich dwoch definicji wynika, ze cotangens jest odwrotnoScig tangensa, a tan-
gens — cotangensa, to znaczy

1 .
ctgor=——1tga= .
8 tgax 8 ctgax

Zapiszemy to jako wiosek:
Whiosek. Dla kazdego kata ostrego a w trojkacie prostokatnym zachodzi zwigzek
tgo-ctga=1.
Narysujmy trojkat prostokatny raz jeszcze i przyjmijmy w nim nastgpujace oznaczenia:
a, b, ¢ — dtugosci bokéw, przy czym a i b — diugosci przyprostokatnych, zas ¢ — przeciwpro-
stokatnej, o — kat lezacy naprzeciwko boku a, 3 — kat lezacy naprzeciwko boku b.

a /b

c
Ryc. 6.2.

Przy tych oznaczeniach w trojkacie prostokatnym mamy:

. b
sino = %, sinf3= -
b
cos =", cos B = E
a b
tgo = b’ tg ﬁ =
b
ctgo = 7 ctgo = %
Widzimy wiec, ze dla katow ostrych a i B trojkata prostokatnego zachodza rownosci
sinf8=cosa,
cos B=sina,
tg ﬂ =ctgo,
ctgfB=tea.

Podstawiajac do nich 8=90"~ & (gdyz o + B = 90°), otrzymujemy nastgpujacy wniosek:
Whiosek. Dla kazdego kata ostrego a w trojkacie prostokatnym zachodza zwiazki:
sin (900— ) =cosQ,
cos ) =sinaQ,
(90 - O() =ctga,
ctg (9() a )
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1. Funkcje trygonometryczne kata ostrego w tréjkacie prostokatnym

Powyzsze zwigzki odczytujemy, mowiac, ze sinus i cosinus s3 wzajemnymi kofunkcja-
mi: sinus jest kofunkcjg cosinusa, a cosinus — sinusa, tangens zas jest kofunkcjg cotangen-
sa, a cotangens — tangensa. Na przykfad:

sin10°= sin (90"~ 80%) = cos 80°,
cos 15° = cos (900— 75°) =sin75,
tg23°=1g(90°-67") = ctg67",
ctg40’=ctg(90° - 50°) = tg 50".
Termin ,,kofunkcja” oznacza funkcje¢ kata dopetniajacego. Otrzymane przed chwilg
wzory to tak zwane wzory redukcyjne dla kata 90°- .
Wartosci funkcji trygonometrycznych dia katow 30°, 45°, 60°

Katy 30° i 60° mamy w trojkacie prostokatnym, bedacym potowka trojkata rowno-
bocznego (ryc. 6.3).

C
,»f‘}yA'
W 5
307 : @)
A a B
Ryc. 6.3.

Przyjmijmy, ze bok tego trojkata rownobocznego jest rowny a. Wowczas jego wysokos¢

h= u—2—3 (na mocy twierdzenia Pitagorasa, zastosowanego do trojkata AA4'B).
I stad:

a
. o 2 1
30 ===—,
sin P
a/3
cos30°:——z—:—/—§,
a 2
a
2 1
tg30 = =—,
P RV
2
1
ctg30 = -=./3,
tg 30
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VI. Funkcje trygonometryczne

sin60° = sin (90° = 30°) = cos 30" = e

cos60°=sin30°= %,
tg 60°= ctg 30°= ﬂ,
o_ L _1_
ctg60 =tg30 = 7
Aby znalez¢ wartosci funkcji trygonometrycznych dla kata 45°, postuzmy sie réwnora-

miennym trojkatem prostokatnym, ktoéry mozemy otrzymacé, potowiac kwadrat jego prze-
katna.

ey

)

a
Ryc. 6.4.

Przekatna kwadratu o boku a ma, oczywiscie, dtugos¢ a /2.

Stad:

o a 1

sin45 = =—,

a/2 J2

o o 1
cos45 =sin45 =—,

/2

o_a _
tg45 _a_l’

ctgd5 =1g45"= 1.
Uzyskane wyniki zbierzemy w tabelce:

Fugq\a\f‘{ 300 45 60
sinus % @ @
cosinus g g %
tangens | % 1 /3
cotangens /3 1 %
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1. Funkcje trygonometryczne kata ostrego w trojkacie prostokatnym

Zwiazki pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata ostrego

Jeden zwiazek juz poznaliSmy, a mianowicie

tgo-ctgor=1.
Wiemy, ze
. a b
sina=—, za§ coso = —,
c c
oraz
a’+b’=c* (twierdzenie Pitagorasa).
S
b
a
)
Ryc. 6.5.
Wobec tego
2 2
sin’ o+ cos’a= (%) +(2 —a—2+b—2—a2+b2—95—1
in cos“a=|~ c)=ataT Tz ~acl
Ponadto
a .
_a_ ¢ _sina . _cos
tgo = b=~ cosa 1 ctgo = sno
C

OtrzymaliSmy w ten sposOb nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Dla kazdego kata ostrego o w trojkacie prostokatnym zachodza zwigzki:
1. sin‘a+cos’a=1;

2. tga-ctgo=1,

sino
3. tgo= :
g cosa’
cos o

4. ctgo=—
sin o

Przejdzmy teraz do rozwigzywania zadan.
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VI. Funkcje trygonometryczne

Przyklad 1. Wyznacz dtugosci bokow i1 katy troj-
kata prostokatnego, w ktoryma = 4, c= 8.

Rozwigzanie:

Ryc. 6.6.
Mamy:

a_ 4 1 0
inog=—=—=—skada=30".
sina=-—=2=>,ska
a+B=90°, wiec B=90"-a=90"-30"=60".
sinﬂ:% skadb=c sinf3=8-sin60"= 8" —/;: 4/3.
Odpowiedz: Katy tego trojkata sg rowne 30°,60°,90°, a szukany bok ma dtugo$é 4 /3.

Uwaga. Sprobuj rozwigzac to zadanie bez trygonometrii.
Przykiad 2. Zbuduj kat ostry «, wiedzgc, ze cos O = %
Rozwigzanie:

Trzeba zbudowac trojkat prostokatny, w ktorym stosunek dtugosci przyprostokatnej
przyleglej do kata o do dlugosci przeciwprostokatnej wynosi % Mozemy przyjac b =3,
¢=5. Budujemy wiec najpierw kat prosty. Nastep-
nie z jego wierzchotka odktadamy na jednym ra-

a
mieniu odcinek diugosci 3, po czym z konca tego =

odcinka rysujemy tuk okregu o promieniu 5, do c=5
przecigcia si¢ z drugim ramieniem tego kata. b=3

Otrzymane punkty na ramionach tego kata pro-

stego faczymy odcinkiem. Kat miedzy tym odcin- \

kiem a odcinkiem dtugoSci 3 jest tym, ktory .

nalezalo zbudowac (ryc. 6.7). Ryc. 6.7.

Przykiad 3. Wyznacz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego o,
wiedzac, ze sina=0,8.
Rozwiazanie:

Korzystajac z poznanych zwigzkéw pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi tego sa-
mego kata, otrzymujemy:

cosa=,/1-sinor=/1-(0,8)>=/1-0,64=/0,36=0,6,

sinc 0.8 8 4
tga: = ===—
cose 0,6 6 3
ctog=—L =3
8 toar 4

. 4 4 3
Odpowiedz: coso = 0,6, tga = > ctga = T
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1. Funkcje trygonometryczne kata ostrego w tréjkacie prostokgtnym

Przyklad 4. Wyznacz wartos$ci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego Q,
jeslictgor = 2.

Rozwigzanie:
cos o

Mamy ctgor =2, czyli =2, skad cosa=2sina. Ponadto sin®a+ cos’ o= 1.

sino
Rozwiazujgc uktad rownan z niewiadomymi sin @ i cos @, otrzymujemy:
sin*a+cos*o =1
cos=2sinc,

sina+ (2sino)*=1
cosa=2sinc,

S5sino=1
cosQ=2sind,

. 5
Slna:‘/;
5
2./5
—

cosa =

(Z réwnania Ssin” o =1 wyznaczamy sin” o = —;—, skad [sinar|= é,
gdyz funkcje trygonometryczne przyjmuja dla katéw ostrych tylko wartosci dodatnie).

/5

czyli sina:‘/g: x

. 1 . 1
I dalej tgox=—— wicc tga=—.
] g claa 1ec g >

/5 VE 1

Odpowiedz: sina = T‘, cosa=—5—,tgar=->.
Przyktad 5. Oblicz (nie korzystajac z tablic):
a) sin’18"+sin’72";

o . o 2 o o 2
b) (sin 15 +sin75 ) + (cos 15 —cos75 ) ;
¢) tg10° tg20° tg30° tg40° tg50°- tg 60" tg 70" tg 80",
Rozwigzanie:

Korzystajac ze wzoréw redukceyjnych, otrzymujemy:

a) sin’18°+sin’72°=sin?18"+sin’ (90— 18") = sin’ 18"+ cos’18”= I;

b) (sin15"+ §in75°) + (cos 15°— cos 75°) = sin>15°+ 25in 15" sin 75"+ sin* 75"+
+c0s215°= 2 cos 15" cos 75 + cos’ 75° = (sin*15" + cos*157) +
+(25in 15°sin 75" = 2 cos 15" cos 75°) + (sin* 75"+ cos?75°) = 1 + 0+ 1 =2, gdyz
25in15"sin 75"~ 2 cos 15" cos 75 = 2sin 15"sin 75 = 2 cos (90"~ 75 ) cos (90"~ 15) =
=2sin15"sin 75"~ 2sin 15°sin 75" = 0;

¢) tg10°-tg20°-tg30° tg40" tg50°- tg60° - tg 70" tg80° =
:(tg10°-tg800>~(tg20°'tg700)-<tg30°-tg60°>-<tg40°vtg50°>= 1-1-1-1=1,
gdyz tgor-tg(90° - o) =tgar- ctgor = 1.
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VI. Funkcije trygonometryczne

Przyklad 6. W trojkacie ABC dane sg: <C = 120°, AC =7, BC= 4. Wyznacz bok AB te-
go trojkata.
Rozwigzanie:

Dobudujmy do danego trojkata ABC trdjkat prostokatny BCD (ryc. 6.8). W trojkacie
tym mamy katy ostre 30" i 60",

B

Jego boki BD i CD wynoszg zatem:
BD=45sin60°=4- @ =23,

CD=4cos60°=4- % =2.
Wobec tego w trojkacie prostokatnym ABD bok
DA=DC+CA=2+7=9,

za$

AB=/BD*+DA* = [(2/3)’+ 9> = /12 + 81 = /93.

Przyklad 7°. W kwadracie ABCD punkt E jest srodkiem boku CD. Odcinki BE i AC
przecinaja si¢ w punkcie F. Wyznacz tangensy katow trojkata CEF.
Rozwigzanie: D E _C
Oznaczmy katy tego trojkata przez o, B i 7y. B
Zauwazmy, ze a=<ACD, B=<BEC,
za§ Y =<AFB. Stad (ryc. 6.9) Y
BC_2-CE _ ) Y
CE CE ' OX
Poprowadzmy jeszcze przekatna BD tego
kwadratu. Niech O bedzie punktem, w ktorym
ona przecina przekatna AC tego kwadratu. Po-
niewaz przekatne te polowig si¢ pod katem pro-
stym, wiec w trojkacie BDC odcinki BE 1 CO s3 A B
srodkowymi i oczywiScie OF: FC=EF: FB=1:2. Ryc. 6.9.
Ponadto sg one do siebie prostopadfe. W takim
razie w trojkacie prostokatnym OFB przyprostokatna OF jest trzy razy krotsza od przy-
prostokatnej OB, gdyz OB= OC.

teor=—==1,tgf=
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1. Funkcje trygonometryczne kata ostrego w trojkacie prostokatnym

I wobec tego mamy tgy = OB =3.

OdeWledZ Tangensy katow tr0]kqta CEF wynosza odpowiednio 1,21 3.

Przyktad 8". Przekatna A, C prostopadtoscianu ABCDA, B,C, D, tworzy z jego krawe-
dziami CC,, CD i CB odpowiednio katy o, B1Y. Udowodnij, ze

a) sina+sin’ B +sin’y =2;

b) cos*a+ cos* B+ cos’y = 1.

Rozwigzanie:

a) Poniewaz (ryc. 6.10) w trojkacie prostokatnym ACC, sina = ,za$ w trojkatach

AiCy

A,C°

prostokatnych 4,CD i A,BC sinf3= 1, g i siny= %, wiec
I .

A, Cl+A,D*+A,B?
A, C? '

sino+sin® f+sin’y =

Ryc. 6.10.

Ale na mocy twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do odpowiednich trojkgtow pro-
stokagtnych mamy:

A D*=A,A*+AD*=C,C*+AD?,

A B*=A,A*+AB*=C,C*+AB*, bo A, A=C,C,

AD*+AB*=A,C., gdyz BD=A,C,.

Po dodaniu stronami pierwszych dwdch rownosci i korzystajac z trzeciej, otrzymujemy

A, D*+A4,B*=A,C; +2C,C?,
skad

A\C+A D+ A B*=A,C+4,C +2C,C?=2(A4,C+C,C?)=24,C
1 ostatecznie

sin*a+sin” B+sin’y = ACI+A D+ A B = 24,C° =2

A,C? A,C?

b) Mamy _

cos’a+cos’ B+cos’y=1-sina+1-sin’f+1-sin’y =

=3 —(sino+sin* f+sin’y)=3-2=1.
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VI. Funkcje trygonometryczne

Zastosowania funkcji trygonometrycznych w réznych dziedzinach dziatalno$ci cztowieka

Przykiad 1. Pod jakim katem jest nachylona drabina o dtugosci 7,2 m, jezeli jej dolny ko-
niec jest odlegly od $ciany o 1,8 m (ryc. 6.11)?
Rozwigzanie:

Korzystajac z okre§lenia cosinusa, otrzymujemy

1,8
a=——=0,2500.
cos 72 , 0

b

W tablicach wartoSci funkcji trygonometrycz-
nych znajdujemy kat «, ktérego cosinus wynosi 7.2m
0,25, a mianowicie katem tym jest & = 75°.

1,8 m
Ryc. 6.11.

Przyklad 2. Promien sfofica tworzy z ptaszczyzng pozioma kat 40°. Jak wysokie drzewo
rzuca wowczas ciefi dlugosci 5 m (ryc. 6.12).
Rozwigzanie:

Z definicji tangensa mamy: tg40 = L

= skad A= 5-tg40°.

Ryc. 6.12.

Z tablic odczytujemy, ze tg40°~ 0,84. Zatem ostatecznie otrzymujemy
h=5-0,84=4,2.

Odpowiedz: To drzewo ma okoto 4,2 m wysokosci.

Przykiad 3. Aby wyznaczyC szerokoS¢ rzeki (na ponizszej rycinie jest to odcinek DC),
zmierzono odleglo$¢ AD= 52,5 m prostopadle do brzegu. Drzewo BC, rosnace na brze-
gu po przeciwne;j stronie rzeki, wida¢ z punktu 4 pod katem wzniesienia 22°, a z punktu
D - pod katem 35°. Oblicz szeroko$é rzeki.
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1. Funkcije trygonometryczne kata ostrego w trojkacie prostokatnym

Rozwigzanie:

Oznaczmy wysokos¢ drzewa (dtugos¢ odcinka BC) przez h, a szerokoS¢ rzeki (dtugos¢
odcinka DC) przez x.

W trojkacie ABC otrzymujemy wowczas (ryc. 6.13)

ok
()tgor=—m

aw trojkacie BCD

h
tgﬁ:;’

stad h=x-tgf. o
Wracajagc z tym do a= 22"\
réownosci (x), otrzymuje-
my réwnos¢
_ xtgf
Ry, ¥
skad

ENE)

AD-tga
x=——"

tgf-tgx

Ostatecznie wigc

52,5-tg22°  52,5:0,40
tg35 —tg22" 0,70-0,40

72.

Odpowiedz: Rzeka ma szerokoS¢ 72 m.

Przyklad 4. Reflektor ustawiony nad brzegiem morza na wysokosci 75 m uchwycit 16dz
pod katem 4° (kat depresji). Oblicz odleglos¢ todzi od brzegu morza.
Rozwigzanie:

W tréjkacie RPL mamy (ryc. 6.14)

tg4°=E,
X
75 m
75 75
kad x= —>=—"_ ~ 1073 m.
A e a 0,069 o

Odpowiedz: £.0dz znajduje si¢ w odlegtodci 1073 m od brzegu morza.
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VI. Funkcje trygonometryczne

Pytania i zadania

1.

Podaj definicje funkcji trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie prostokgtnym.

2. Jakie znasz zwiagzki pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata ostre-

10.

11.

12.

13.

14

202

0?
ig’odaj wzory redukceyjne dla kata 90°— a.
Wyznacz boki i katy trojkata prostokatnego, w ktorym:
a)c=2, b=/3; b)c=28 a=30"% c)a=6, c=12;
d)b=24, x=69"; e)a=17, B=43".
Wyznacz dtugos$¢ boku AB trojkata ABC, majac dane:
<C=150°, AC=6,/3, BC=12.
Zbuduj kat o, jesli:
a)sino = %; b)cosa = %; c)tga= /3 d)ctga=3.
Oblicz bez uzycia tablic:
a) (sin25°+ cos257)( sin25"— cos 25°) + 2sin” 65"
b) cos*10°+ cos*80°;
) (cos 17"+ cos73°)*+ (sin 17° = sin73")?;
d) ctg 10° ctg 20" ctg 30" ctg40° ctg S0° ctg 60°- ctg 70 ctg 80°.
Doprowadz do najprostszej postaci:
a)tga-cosa;  b)(1+cosa)(l—cosa);  ¢)l+tg’a;

sin® sin’a sin«
) + ; e)————
l-cosax 1+cosa cos o — cos* &
f sinacosar 1 —cos’a
1 —sinot 1+sina’ & cosa-tg’a
Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego ¢, jesli:
.8 _ 12, A, . 2/n
a)sina = b)cosa—m, o) tga=/3; d)smO(—n+1.

Wiadomo, ze o i [ sakatami ostrymi trojkata prostokatnego. Oblicz wartos¢
utamka

sinat-cos*a-tg B

(1—cos®pB) sinf

Lina dlugo$ci 10 m podtrzymuje maszt. Kat nachylenia liny do ziemi wynosi 55°. Na
jakiej wysokosci od ziemi jest zamocowana lina?

W odleglosci 5 km od pewnej gory widac jej szczyt pod katem wzniesienia 19°. Jak
wysoka jest ta gora?

Samolot wida¢ pod katem 35° w momencie, gdy znajduje si¢ on nad punktem odle-
glym od obserwatora o 4 km. Na jakiej wysokosci i w jakiej odlegloSci od obserwa-
tora znajduje si¢ ten samolot?

.Szklanke w ksztalcie walca o §rednicy 6 cm i wysokosci 9 cm napelniono woda. Na-
stepnie szklankg¢ te przechylono tak, ze % ilosci wody wylata si¢. Pod jakim katem
przechylono szklanke?




2. Pojecie miary kata i jego uogolnienie

2. Pojecie miary kata i jego uogolnienie

Katy mozemy mierzy¢. Polega to na przyporzadkowaniu im liczb zwanych ich miarami
(albo rozwartoSciami).

Aby okresli¢ miare kata nalezy najpierw zdefiniowac kat jednostkowy zwany krotko
jednostka tej miary, a nastgpnie stwierdzic, ile razy kat jednostkowy miesci si¢ w danym
kacie. Otrzymana liczba jest miara kata.

Katem jednostkowym nazywamy ten kat, ktoremu przyporzadkujemy liczbg 1. Wow-
czas:

— katy rbwne majg rOwne miary,
— miara sumy dwoch katow rowna jest sumie ich miar.

Dowodzi sig, ze kazdemu katowi mozna przyporzadkowac jednoznacznie (przy obranym
kacie jednostkowym) miar¢. Katowi zerowemu przyporzadkujemy jako miarg liczbg 0.

W szkole podstawowej i w gimnazjum poznale$ miarg stopniowq kata. Jednostka tej
miary jest kat rowny 32—0 kata polpelnego Jego miara wyn051 1° (1 stopien).

Zatem kat zerowy ma miare 0°, kat prosty ma miarg 90°, a kat potpelny 180°. Kat ostry
ma miare mniejsza niz 90°, a kat rozwarty — wigksza niz 90",

W dotychczasowym rozumieniu miary stopniowej kata umiemy wskazac katy o mierze
na przyklad 60°, 100°, czy tez 330°. Katy, o ktorych uczyles si¢ w geometrii, majg miary
stopniowe z przedziatu (0°;360°) Liczby, na przykiad 450°, 6307, 1200°, nie byly miara-
mi zadnych katow. Jak zatem rozszerzy¢ pojecie miary kata, aby rozumiec, co to takiego
kat o mierze na przyktad 450°, —630°, czy tez1200°?

Okreslimy mianowicie kat jako miare obrotu. Rozwazmy na plaszczyznie z prostokgt-
nym uktadem wspoirzednych potprosta, ktorej punkt poczatkowy znajduje si¢ w poczatku
tego uktadu, i obracajmy ja dookota tego punktu. Przyjmiimy za poczgtkowe potozenie tej

pOlprostej — takie, gdy pokrywa si¢ ona z dodatnig p¢ 7 (ryc. 6.15).
y A
0 X
Ryc. 6.15.

Polprostg t¢ mozemy obraca¢ wokot punktu O w dwoch kierunkach:
- zgodnym z ruchem wskazowek zegara,
— przeciwnym do ruchu wskazowek zegara.
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VI. Funkcje trygonometryczne

Jezeli jg obrocimy wokot punktu O o pewien kat, to powiemy, ze potprosta ta zakresli-
ta ten kat; za jego ramie poczatkowe uznajemy dodatnig pétos OX, a ramie konicowe ozna-
czamy przez OP. Ponadto przyjmujemy miar¢ tego kata za:

- dodatnia, gdy polprosta ta zakreSlita go w kierunku przeciwnym do ruchu wskazoéwek
zegara,

— ujemna, gdy polprosta ta zakreslifa go w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek ze-
gara.

Ryc. 6.16.

Polprosta t¢ mozemy obroci¢ dowolnie wiele razy catkowicie i jeszcze o pewien kat
mniejszy od kata petnego. Jezeli obrocimy ja catkowicie na przyktad cztery razy w kierun-
ku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara i jeszcze o kat 45°, to powiemy, ze potprosta
ta zakreSlila kat o mierze 4-360°+45°=1485" (albo ze suma miar wszystkich zakreslo-
nych katow wynosi 4-360°+45°=1485"; ryc. 6.17a). Gdy za$ potprosta ta wykona
cztery pelne obroty w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara i jeszcze obrot o kat
45°, to zakresli ona kat o mierze —4 - 360°+ 45°=—1395" (ryc. 6.17b).

(&
- o p; X \ S~ o 4 X
4:360°+45° -4-360°+45°

Ryc. 6.17.

Zauwazmy przy tym, ze rami¢ poczatkowe i koficowe kata o mierze 1485 pokrywa sic
z ramieniem odpowiednio poczatkowym i koficowym kata o mierze 45°. Inaczej moéwiac,
rami¢ poczatkowe i rami¢ konicowe kata 1485° jest w tym samym potozeniu co ramie, od-
powiednio, poczatkowe i koficowe kata 45°. Podobnie mozna powiedzie¢ o ramionach po-
czatkowych i koncowych kgtow —1395%1 45", Bedziemy wiec utozsamiaé ze soba zar6wno
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2. Pojecie miary kata i jego uogolnienie

katy 1485°145°, jak rowniez katy —1395°145°. Zauwazmy przy tym, ze liczbe 45° mozemy
tutaj traktowac jako reszte z dzielenia przez 360° liczb 1485”1 —1395".

Whiosek. Kazda liczbe stopni katowych, albo (co na jedno wychodzi) kat o dowolnej mie-
rze stopniowej, mozna jednoznacznie przestawi¢ w postaci

(*)

k-360"+a, gdzieke C, e (0%360°).
Kat B=k 360"+« jest miarg k petnych obrotow polprostej OP wokot punktu O

(w kierunku: zgodnym z ruchem wskazowek zegara, gdy k < 0, a przeciwnym, gdy k > 0)
iobrotuokat x € <0°; 3600). A poniewaz przy tym ramiona kata 3 pokrywaja si¢ z ramio-
nami kata &, wiec katy te mozemy ze soba utozsamia¢. Mowimy wtedy po prostu, ze ra-
miona kata @ s3 ramionami kata f3.

Oczywiscie jednoznacznos¢ przedstawienia dowolnego kata 8 w postaci (+) zapewnia

znane nam z arytmetyki liczb catkowitych twierdzenie o dzieleniu z reszta.

Aby zatem zbudowaé kat 3 o dowolnej liczbie stopni, budujemy kat a. Na przyklad:

ramiona kata 8=k-360°, gdzie k € C, pokrywaja si¢ z dodatnig potosig OX; kat ten

utozsamiamy z katem zerowym,

ramiona kata = (2k+ 1)-180°, gdzie ke C, przedtuzajg si¢ do calej osi OX, po-

dobnie jak ramiona kata poipetnego o wierzchotku w punkcie O,

ramiona kata B=930" pokrywaja si¢ z ramionami kata 210°, gdyz 930°=
=2-360"+ 210",

ramiona kata 8 =— 930" s3 ramionami kata 150", bo —=930°=~3- 360"+ 150",

Pytania i zadania \%ﬁ
1. Omow pojecie kata jako miary obrotu.

. Przedstaw katy: 750°, —750°, 1200°, — 1200°, 1560°, = 1560°

w postaci k- 360"+ o, gdzie o€ (0°;360°).

Jaki kat zakreslita wskazOwka minutowa zegara od godziny:
a)13" do 15%;

b)14* do 16"

¢)9* do 11°%

Ktora jest godzina, jeSli od 10" wskazowka minutowa zegara zakreslita kat:
a) 750"

b) =750

) 12007

d)-1200%

e)1560°;

f) —1560".

. Ile razy w ciggu doby wskazowki zegara:

a) pokrywaja si¢;
b) sa do siebie prostopadte?
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VI. Funkcije trygonometryczne

3. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

Znamy juz definicje funkcji trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie prostokat-
nym. Obecnie okreslimy funkcje trygonometryczne dowolnego kata.

o

Sinusem kata o nazywamy stosunek rzednej dowolnego punktu (réznego od O) na kon-
cowym ramieniu kata o do odleglosci tego punktu od poczatku O uktadu wspotrzednych.

5 ]
Przy oznaczeniach jak na rycinach mamy: sina = Y ;
O r
v 4 Y
“P=y)
AN y
. o X a X
I
o y
P=(x,y)

Ryc. 6.18.

Cosinusem kata o nazywamy stosunek odcietej dowolnego punktu (r6znego od O) na
koncowym ramieniu kata o do odleglosci tego punktu od poczatku O uktadu wspot-
rzednych.

o=

re—

Tak wige: cosa=—|
i r

| — -

ol

Tangensem kata o nazywamy stosunek rzednej dowolnego punktu (r6znego od O) na
koncowym ramieniu kata & do odcietej tego punktu.

r—————— N

Zatem: Etgoc: Y §
S— x i

S —

G

Cotangensem kgta o nazywamy stosunek odcietej dowolnego punktu (réznego od O) na
koncowym ramieniu kata o do rzednej tego punktu.

Tak wigc: |ctga = %

Czy okreslone w ten sposob: sina, cosa, tgor i ctgar sg rzeczywiScie funkcjami ka-

ta a? Innymi stowy, skad wiadomo, ze wartoSci stosunkow %, % %, = nie zalezg od wy-
boru punktu na konicowym ramieniu kata a? I wreszcie, czy stosunki te okreSlone sg dla

kazdego kata a?
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3. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

Odpowiedz na te pytania daje nam nast¢pujace twierdznie:

Twierdzenie
Jezeli P(x,y) jest punktem na koiicowym ramieniu kata ¢ odlegtym o 7> 0 od poczatku

4 i A 2o I K : |
uktadu wspoirzednych, to wartosci stosunkow: -, =, =, y nie zaleza od wyboru punktu P.

(J Dowdd. Aby si¢ o tym przekonaé, wystarczy wykazac, ze dla dowolnych dwoch réznych
punktow P,=(x;,y,) i P,=(x,,y,) na kofcowym ramieniu kata o, takich ze OP=r,
10OP,=r,, zachodzg réwnosci:

h_& X]_X2 yl_yz Xl_xz
= , —=— == -

) ) -
re r»oor r2 Xy X2y, Y,

Y B B Y1 <0, x,<0
P[ E y1>0, y2>0
L
& @
I i — —
0 Ql 0, X 0, Q1 O X
x>0, x>0
y1>0,y>0
Y‘
x1<0, x,<0
y1<0, y,<0
0, 0, CN .
@] X
it
B
Ryc. 6.19.

Istotnie, z twierdzenia Talesa otrzymujemy proporcje (rys. 6.19):

PO, _P0,
OP, OP, ’
00, _ 00,
OP, OP,’
3 P Q, _ P, 0,
00 00,
Poniewaz
PIQIZ‘YI , P2Q2:|y2 , OQlZIX1|, OQzZ‘Xz , OP=ri, OP,=r2, wicc rGwnosci

1-3 przybieraja odpowiednio postac:
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VI. Funkcije trygonometryczne

ol
o ry’
y 0l_[x]
r ra
, Wl [l
Y T e
Yi_ Y2 Xy _ Xy . y _y
St%dr_l_.r_2’ e }%—-ﬁ(dlaczego?).

Jezeli konicowe ramie kata o zawarte jest w osi OY (ryc. 6.20), czyli, gdy
o=2k+1)-90°, gdzie k€ C, to x,=x,=0, istosunki Y1 % nie sg okreSlone. Jesli

X,
za$ koficowe ramie kata o zawarte jest w osi OX (ryc. 6.21), czyli, gdy o= k- 180°, gdzie
ke C, to yi=y2=0i stosunki % i x—z nie sa okreslone.
1
v! Y
1 B=(0y)
¢+ B=(0.y)
P e
0 X 0 X
TR=(0y)
1 B=(0.y)
Ryc. 6.20.
Y‘ Y‘
R=(x,0)
VZR & \B=(x,0)
B=(x,0) |0 X 0 /X
2 /5=<x2,0>
O
Ryc. 6.21.

Whiosek. Funkcje sinus i cosinus sa okreslone dla kazdego kata. Funkcja tangens jest
okreslona dla wszystkich katéw roznych od (2k + 1) - 90°, gdzie k € C. Funkcja cotangens
jest okreslona dla wszystkich katow réznych od k- 180°, gdzie

keC. Y 1

Zauwazmy, ze gdy kat a jest ostry, to przyjete definicje 1P=xy)
funkcji trygonometrycznych sa rownowazne definicjom funkcji r
trygonometrycznych kata ostrego w trojkacie prostokgtnym. y

Rzeczywicie, gdy o jest katem ostrym, to jego koncowe O‘A
ramie znajduje si¢ w I ¢wiartce uktadu wspotrzednych. Kat o
jest katem ostrym trojkata prostokatnego OPQ, w ktorym
(I‘yC. 6‘22): Ryc. 6.22.

o x 0 X
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3. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

x jest przyprostokatna przylegia do o,
y jest przyprostokatna przeciwlegla o,
r jest przeciwprostokatna.

Y
x 9

. X X
Zatem smaz%, cosa=—, tga= ctga=-}7.

Wartosci funkcji trygonometrycznych dla catkowitych wielokrotnosci kata prostego

Ponizsza tabelka przedstawia wartoSci funkcji trygonometrycznych dla catkowitych
wielokrotnoSci kata prostego.

kqt o o o o )

Funkcja 0 90 180 270 360
sinus 0 1 0 -1 0
cosinus 1 0 -1 0 1
tangens 0 _ hie, 0 _ hie 0

i1stnieje i1stnieje
cotangens nie 0 nie 0 _ hie.
istnieje istnieje istnieje

Uzasadnimy tylko niektore z tych wartoSci.

Dowaéd, gdy o = 0° (ryc. 6.23)

nig potosia OX,tox=r, y=0.

) Jezeli P = (x,y) jest punktem na koncowym ramieniu kata o, pokrywajacym si¢ z dodat-

I wobec tego mamy: y !
sin0"=2 =92,
ror
cos(0 = 2-I- 1,
r r P=(r,0)
tg0°=X:9:O, ol r X
r
ctg0°= % = %— nie istnieje. Ryc. 6.23.

Dowod, gdy a=270° (ryc. 6.24)

O Koncowe ramie kata o = 270° pokrywa si¢ z ujemna p6tosia OY. Jesli wige P = (x,y) jest
punktem na konicowym ramieniu kata o, to x= 0, y=—r, i wtedy:

sin270°=l=i=— I,
r

c0s270°= % 29 =0,
ror
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VI. Funkcije trygonometryczne

™ X

» P=(0,-1)

o o ° Ryc. 6.24.
Dowody dla o € {90 , 180,360 } przeprowadz sa- ye

modzielnie.

Na koniec obliczmy warto$ci funkcji trygonometrycznych dla katow 870°1—765".

Niech a=870°

Poniewaz 870°= 2 - 360"+ 150°, wicc obliczamy wartosci funkcji trygonometrycznych
dla kata 150°. Budujemy kat 150" i na jego koficowym ramieniu obieramy dowolnie
punkt P, a nastepnie znajdujemy jego wspOlrzedne. Trojkat OPQ jest potowa trojkata
rownobocznego o boku OP=r (1ys. 6.25), zatem PQ= 7, za§ OQ= r—§—3— Konicowe ra-

mig kata 150" lezy w II éwiartce uktadu wspoirzednych, wiec x< 0, y> 0.

Stad x=-0Q=-"43 y=pQ=1.
Mamy wigc
,

. o . e_l_i_l A
sm870—s1n150—r—r—2, Y

r /3 P=(xy)
c0s870°= cos 150°= X = —2 =—£, .

r r 2

|
&%
a
4

tg870°=tg 150" =

X rﬂ :——\/—?’ 0 o X

Ctg870°=ctg150°:§: rz —_ /3.

Niech o =- 765"

Mamy -765°=-3-360"+ 315",

Obliczamy wigc wartos¢ funkcji trygonometrycznych dla kata 315°. Budujemy ten kat
1 na jego koficowym ramieniu obieramy dowolnie punkt P, a nastgpnie znajdujemy jego
wspolrzedne. Trojkat OPQ jest polowa kwadratu o przekatnej OP=r. Zatem jego bok

,
0Q=PQ=— (ryc. 6.26).
Q=PQ 7 (ry )

Koncowe ramie kata 315° lezy w IV éwiartce uktadu wspoirzednych, wiec x> 0, y < 0.
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3. Funkeje trygonometryczne dowolnego kata

I
\/Z’

Wobec tego y 1

Stad x=0Q= y=—PQ=——.

)
sin(~765°) =sin315'= ¥ = V2 __

r

&
I

cos(=765) = cos 315" = X :4 - L
.

- )= 0212 2 =— r
tg(=765") =tg315" == o 1, (o)
/2 N
r
o o x 2
ctg(=765") = ctg315 :Tj%:” 1. Ryc. 6.26.
2

Pytania i zadania

. Podaj definicje funkcji trygonometrycznych dowolnego kata.

. Dla jakich katéw a jest okreslony: a) sina, b) cosa, ¢) tg @, d) ctga?

. Jakie wartoSci przyjmuja funkcje trygonometryczne dla catkowitych wielokrotnosci ka-
ta prostego?

. W ktorej éwiartce uktadu wspotrzednych lezy konicowe ramig kata o, gdy:

a)sina>0 i cosa>0; b)sinot>0 1 cosa<0;
c)sina<0 i cosa>0; d)sinor<0 i cosa<0;
e)sina>0 i tga<0; f)ycosa>0 i ctga<O.

. Oblicz warto$ci funkcji trygonometrycznych dla katow:

a)135°,210°, 300 b)1140°, 1830°, 2310% ¢)—1320°, — 1580°, — 3450".

. Okre§l znak funkcji trygonometrycznych w poszczegdlnych ¢wiartkach uktadu wspot-
rzgdnych, wpisujac w tabelce odpowiednio ,,+” lub ,,=”.

T~ kat
Funkcja —_ | | 11 111 v

sinus

cosinus

tangens

cotangens
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VI. Funkcje trygonometryczne

4. Miara tukowa kata

Katy, ktorymi si¢ zajmowaliSmy dotychczas, mierzyliSmy w stopniach. Doskonale wie-
my, ze na przyktad:

— kat pelny ma 360°,

- kat polpelny ma 1800,
— kat prosty ma 90",
— kat zerowy ma 0.

Miara stopniowa jest dogodna przede wszystkim w geometrii. Dokonujac w tej
dziedzinie dokfadniejszych obliczen, katy mozna mierzy¢ nie tylko w stopniach, ale takze
w minutach (1 minuta to 5o Stopnia), a nawet w sekundach (1 sekunda to % minuty).
Widzimy wigc, Ze ten sposdb mierzenia katow (podobnie jak czasu) oparty jest na szes¢-
dziesigtkowym systemie liczenia. Nie znajduje on wigc zastosowan tam, gdzie na ogo6t po-
stugujemy si¢ systemem dziesigtkowym. I cho¢ zdefiniowali$my funkcje trygonometryczne
kata wyrazanego dotad w stopniach, to w pewnych zagadnieniach teoretycznych dotycza-
cych wtasnie funkcji trygonometrycznych wygodniej jest mierzy¢ katy w inny sposob. Tej
wiasnie kwestii poswiecimy ten podrozdziat.

Wprowadzimy tak zwang miare fukowa kata, zwang tez miara teoretyczng.

Rozwazmy dowolny kat i zatoczmy z jego wierzchotka okrag o dowolnie wybranym
promieniu 7. Niech [ oznacza dtugosc¢ tuku okregu, zawartego w tym kacie (ryc. 6.27).

R

Ryc. 6.27.

[Miarq lukowa kata nazywamy stosunek dtugosci tego tuku do diugoSci promienia.

. dugosc tuk /
Tak wigc o = M—P—— =—.
dugosc promienia r

Miara fukowa kata nie zalezy od ditugosci promienia, gdyz tuki/ i L zatoczone z wierz-

chotka danego kata i zawarte w tym kacie sg proporcjonalne do swych promienir i R,
[ L

r R

|

Jednostka miary tukowej jest radian (w skrocie rad). Radian jest to kat, w ktorym dtugo-
$¢ tuku jest rowna dtugosci promienia.

|
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4. Miara tukowa kata

Krotko mowiac: Miara tukowa kata to liczba radianéw w nim zawartych.

Ryc. 6.28.

Kat petny ma miare Tukowa 271; méwimy tez, ze kat petny rowna si¢ 27T radianow.
Zatem 27trad = 360°,
skad

lrad = 360 ~ 57°17'44"
o J

co czytamy: 1 radian to okofo 57 stopni, 17 minut, 44 sekundy.
Kat polpeiny ma miare iukowq 7, awiec 7irad =180°.

Kat prosty ma miare lukowq , czyli % rad = 90°.

- Katl'ma E radiandw.
- Kat n° ma % radianow.
Zatem:

Whiosek. Miara tukowa kata jest iloczynem jego miary stopniowej przez liczbg %.
Miare tukowa dowolnego kata obliczamy z miary stopniowej, zamieniajgc stopnie na
radiany, czyli mnozac liczbe stopni przez ——— T

180"
Tak wigc miarg 1uk0wq kata B=k 360"+, gdzie o€ <O°;360°> jest liczba
x=2km+x,, gdzie xo—ﬁ o i xo€(0; 271) Na przykfad:

— miara tukowa kata 1140° jest liczba ?n, gdyz
1140°=3-360"+60"=3- 2n+%:132n,

— miara fukowa kata —3450° jest liczba —Eﬂ gdyz
115

~3450"==10-360"+ 150" == 207+ > =T
Pytania i zadania \%}\\%
1. Co to jest miara tukowa kata?
2. Cotojest 1 radian?
3. Wyznacz miare tukowa katow: 30°, 45°, 60°, 1207, 210°, 225°, 270°, 300", 315°.
4. Wyznacz miar¢ stopniowa katow o mierze tukowej:

nﬂﬂ 304f
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VI. Funkcje trygonometryczne

5. W trojkacie jeden kat ma miare %, a drugi kat jest dwa razy wigkszy od trzeciego.
Wyznacz miary nieznanych katow tego trojkata.
6. Wyznacz miare¢ tukowg kata:
a) pieciokata foremnego;
b) szeSciokata foremnego;
c¢) n-kata foremnego.

9. Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej

Funkcje trygonometryczne znamy na razie jako funkcje kata mierzonego w stopniach.
Wiemy, ile wynosi sin30°, cos45°, tg60°. Potrafimy obliczy¢é na przykiad sin315°,
ctg(=600°), a zupelnie bezradni jesteSmy wobec wyrazed typu: sinl, cos 30, tg 100,
ctg % 7, gdyz dotad one nie miatly sensu.

Obecnie wprowadzimy funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej, a wigc funk-
cje, ktorej argumentami beda liczby rzeczywiste. Wiazg si¢ one Scisle z funkcjami kata
1 maja duze znaczenie dla matematyki.

Chcac przedstawi¢ kat 3 dowolnej miary stopniowej w postaci

k-360"+a, gdzicke C i ae(0%360°),
po prostu dzieliliSmy liczb¢ B przez 360° i oczywiScie utozsamialiSmy go z otrzymang
w tym dzieleniu reszta «.
Podobnie wyrazajac kat 8 dowolnej miary tukowej x w postaci
2kT+x, gdziek € C i x,€(0;27),

nalezy podzieli¢ liczbe x przez 27 . Uzyskana w tym dzieleniu reszta x, zostaje przy-
porzadkowana katowi f.
Na przyktad:

8 —_1. 2
ETE—] 27C+37E,
IS (). n
—471—( 2) 27r+4.

Wiemy doskonale, co znaczy podzieli¢ liczbe catkowita m przez liczbe calkowity
dodatnig n. Jednakze dzielenie liczby rzeczywistej a przez liczbe rzeczywista dodatnig b
jest dla nas zupelna nowoscia. OkreSlmy wigc to nieznane nam dotad dzielenie.

\1\‘ (Podzielié liczbe rzeczywista a przez liczbe rzeczywistg dodatnig b oznacza znalezé taka;z
liczbe catkowita k oraz liczb¢ r nieujemng i mniejsza od b, ze
[(*) a=k-b+r. |
Liczbe r nazywamy reszta z dzielenia liczby a przez b.
Przyklady:
L10=4-240; a=10,b=3 k=4, r=0,
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5. Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej

2.10=3-3+3; a=10,b=7,k=3,r=3,

313210 2+4: a=13,b=3k=10,r=7,

4 —g=(—2) %Jr%; az—g-, :%,k:—2,r:§,

5. —1—37—712(—3)~27[+~73£; a:—%zn,b:%t,k:—&r:%

Uwaga. Wystepujaca we wzorze () liczba k jest po prostu najwigksza liczbg catkowita,
nieprzekraczajaca liczby —g-, czyli czgscia catkowita (cecha) tej liczby. Mamy wigc

a
k=|—|
5
Liczba r (reszta z dzielenia liczby a przez b) jest iloczynem tak zwanej czeSci utamko-

wej (mantysy) liczby %, to znaczy roznicy 4_ [E] i liczby b.

; b |b
Tak wiec
— (4 _14]).
r ( 5| ) b.
Istotnie, mamy przeciez rownos¢ 4 [ﬂ] + (ﬁ - [QD, czyli rownos¢
b |b b |b
(++) a:%-b+<%—%]>-b.
A poniewaz [—Z—] < % < %] + 1 z okreSlenia symbolu %], wiec
a |a
0< b - [E} <1,

skad

Podstawiajac w rownosci ()
a_l|a
[%] k,(——[ ])b 7,

Whiosek 1. Dla kazdej liczby rzeczywistej a i kazdej liczby rzeczywistej dodatniej b istnieja:
jedna liczba catkowita k oraz nieujemna i mniejsza od b jedna liczba r, takie ze
a=k b+r.
Na przyktad, chcac podzieli¢ liczbg 2002 przez 7, piszemy

2002 = [——2(;?2] T+ (—2002 - ) T

T
i oczywiscie w ustalonym przyblizeniu obliczamy wystepujace w tej rownosci wyrazenia.

otrzymujemy rownosc ().

2002
Y
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VI. Funkcje trygonometryczne

Wnhiosek 2. Kazdej liczbie rzeczywistej x przyporzadkowujemy reszte x, zdzielenia x
przez 27; x, jest oczywiScie miarg tukowa pewnego kata z przedziatu <0; 271).
Mozemy teraz przystgpi¢ do zdefiniowania funkcji trygonometrycznych zmiennej rze-

czywistej.
\; [Sinusem liczby x nazywamy sinus kata o mierze tukowej x,. ]

Tak wigc sinx = sinx,,.

Podobnie okreslamy pozostate funkcje.

\6‘ [Cosinusem liczby x nazywamy cosinus kata o mierze tukowej x,. J

Zatem CoSx = CcoSx.

Z definicji tych i z okreslenia sinusa i cosinusa kgta otrzymujemy nastepujacy wniosek.
Wnhiosek. Funkcje y=sinx i y = cosx sg okreslone dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Inaczej mowiac, dziedzing tych funkcji jest zbior R liczb rzeczywistych.

\; tfangensem liczby x nazywamy tangens kata o mierze fukowej x,. ]

Tak wigc tg x=tgx,, jesli tgx, istnieje.

Tangens nie jest okreslony, gdy x,= % lub x,= % 7, azatem dla tych liczb rzeczywi-
stych x, ktore z dzielenia przez 270 dajg reszte % lub %n, to znaczy, gdy x= 2k + % lub
x=2km+ % T, gdzie ke C, czyli, gdy x=(4k+ 1)% lub x=(4k+3) l;— Liczby catko-
wite postaci 4k + 1 lub 4k + 3 sa nieparzyste i tylko takie. Stad wyplywa wniosek.
Whniosek. Funkcja y=tgx jest okreSlona gdy x# (2k+ 1) —72£, gdzie k € C. Innymi stowy:
dziedzing funkcji tangens jest zbior R \{(2k+ 1) g;k eC } liczb rzeczywistych bez nie-
parzystych wielokrotnosci liczby %

.
\5{ @otangensem liczby x nazywamy cotangens kata o mierze tukowej x,. )

Zatem: ctgx = ctgx,, jesli ctgx, istnieje. Cotangens nie jest okreslony dla x,=0 lub
xo=7, czyli dla tych liczb rzeczywistych x, ktore z dzielenia przez 27 daja reszte 0 lub 7,
to znaczy, gdy x=2km lub x=2kn+m, gdzie k€ C, a wiec gdy x=2km lub
x=(2k+1) 7. Parzyste i nieparzyste wiclokrotnosci 7 wyczerpujg wszystkie catkowite
wielokrotnosci 7. Stad wniosek.

Whiosek. Funkcja y=ctgx jest okreslona, jesli x# kT, gdzie k € C.
Inaczej mowiac: dziedzing funkcji cotangens jest zbior R\ {km; ke C } liczb rzeczy-
wistych bez catkowitych wielokrotnosci liczby 7.
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5. Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej

Przykiady:
. (7 . Ty _ T /3,
1. sm(;ﬂ)—sm<2n+ 3)—sm TR
Tn) = - L2 DY |
2. cos(—zn>—cos< 27T+ 4)—cos TR
25 2\ = : L) I L
3. tg(7n>—tg<3 27+ 4)—tg i I
4, ctg(—1—61 ﬂ) = ctg((— 1)- 21+ %) = ctg% =./3.
Pytania i zadania K';;—;&
1. Wyznacz iloraz i reszt¢ z dzielenia przez 27 liczb:
33 7
a) W b)-T T
83 91
C) ~3 T, d) T TT.
2. Podaj definicje funkcji trygonometrycznych zmiennej rzeczywistej.
3. Co jest dziedzing funkcji:
a) y=sinx; b)y=cosx;
c)y=tgx; d)y=ctgx?
4. Wypelnij tabelki:
oy oz 3 RN
R K i ¥ 15|75 3T a T eT
sinx | ‘ ‘ sinx |o ‘
cosx ‘ cosx ?
1 | ‘
tgx ;‘ ; ‘ tgx i
‘ S ,,i,m,,,,,,, — | N B | | ‘L
ctgx | 3 ; ‘ ctgx | 1‘ |
5. Przedstaw w najprostszej postaci wyrazenia:
a)aztg%ﬂ—a7b+b2ctg<—a§n);
sinz(—lﬂ>
4
b)a’ctg (—% 7[) f— b opin (—%n);
cos(_ﬂn)
3
¢) 2a’sin %TE—czzl)ctggz(—%l n) +ab*tg’ <—% n) + 2b3cos%7t.
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VI. Funkcje trygonometryczne

6. Wtasnosci funkcji trygonometrycznych zmiennej rzeczywistej
Znak funkcji trygonometrycznych

Dzigki rozwigzaniu zadania na stronie 128 mozna si¢ przekonaé, ze znak funkcji trygo-
nometrycznych kata zalezy od tego, w ktorej ¢wiartce ukfadu wspotrzednych znajduje sie
koncowe ramig¢ kata, a wigc od znaku wspoéirzednych punktu na tym ramieniu.

Przypomnijmy, ze katami I, II, III, IV ¢wiartki nazywamy te katy, ktorych miary stop-
niowe sg odpowiednio z przedziatu (0°,90°), (90°,180°), (180°,270°), (2707,360°), albo
miary tukowe — z przedziatow (O; 5), (% ﬂ), (75; % TE), (% YR 271). Otrzymany wynik wspo-

mnianego zadania zapiszmy w postaci fatwego do zapamig¢tania wiersza:

I8

W pierwszej cwiartce wszystkie funkcje sqg dodatnie,
w drugiej tylko sinus,
w trzeciej tangens i cotangens,
a w czwartej cosinus.

Parzystosc i nieparzystos¢

Twierdzenie
Dla kazdego kata o:
sin(- @) =—sina,
cos(—a) =cosc.
Dla kazdego kata o, dla ktorego istnieje tg
te(—)=—tg.
Dla kazdego kata o, dla ktorego istnieje ctg o
ctg(—a) =—ctgQ.

() Dowdd. Zauwazmy, ze koficowe ramiona y
katow o i —« sg potozone na plaszczyznie
wspotrzednych symetrycznie wzgledem osi
OX (ryc. 6.29).

Z definicji funkcji trygonometrycznych
mamy:

1 — :_—y:—X:— 1

sin(— &) p p sind, "
X

cos (— a)=7:cosa,

to(-a)=—2 :—%:—tga, oile x#0,

ctg(—a)ziz—iz—ctga, oile y#0. [J
-y y Ryc. 6.29.
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6. Wtasnosci funkciji trygonometrycznych zmiennej rzeczywistej

Gdy kat o wyrazimy w mierze tukowej x, to twierdzenie to wyslowimy nastgpujaco:

Twierdzenie
Dla kazdej liczby rzeczywistej x:
sin(—x) =—sinx,
cos (—X) = cosx.
Jesli ponadto x# (2k+ 1) %, gdzie ke C, to
tg(—x) =—tgx.
Gdy za$ x# ki, gdzie ke C, to
ctg(—x) =—ctgx.

Powiemy krotko: Funkcje trygonometryczne: sinus, tangens i cotangens sa funkcjami
nieparzystymi w swojej dziedzinie, a funkcja cosinus jest parzysta w swojej dziedzinie.

Okresowos¢ funkcji trygonometrycznych

Z definicji funkcji trygonometrycznych kata i przyporzadkowania kazdemu katowi 3
takiego kata «, ze € <O°;360°> i B=k-360°+a, gdziec k€ C, wynika nast¢gpujace
twierdzenie:

Twierdzenie
Dla kazdej liczby catkowitej k i kazdego kata & takiego, ze a € (0°360°):
sin(k-360°+ ) =sina,
cos (k-360°+ @) =cos,
tg(k-360°+a) =tgoar,oile tgo istnieje,

ctg (k- 360"+ Q) = ctgor,oile ctgo istnieje.

W jezyku funkcji trygonometrycznych zmiennej rzeczywistej twierdzenie to brzmi na-
stepujaco: '

Twierdzenie
Dla kazdej liczby catkowitej k i kazdej liczby rzeczywistej x z przedziatu (0; 27):
sin (2k7m+x) = sinx,
cos (2k7 +x) = cosx,

tg (2km+x) =tgx,oile tgx istnieje,

ctg (2km+x) = ctgx, 0 ile ctgx istnieje.

Whiosek. Funkcje trygonometryczne kata (zmiennej rzeczywistej) sa okresowe. Okresem
kazdej z nich jest liczba k-360°(2km), gdzie ke C\{0}.
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VI. Funkcje trygonometryczne

Uwaga. Wykazemy nieco pdzniej, ze okresem podstawowym funkcji sinus i cosinus jest
liczba 27, a funkcji tangens i cotangens liczba 7t.
Przyklad 1. Znajdz okres podstawowy 7 funkcji:

a)sin2x;  b)sin %; c)sin7x;  d)tg %; e)ctg 27mx.

Rozwigzanie:

a) sin2x=sin(2x+ 27) = sin 2 (x + 7). ZatemT=1T.
b) sin % =sin (% + 27[) = sin # ZatemT=4T.
¢) sin7x=sin (Jx+ 27) = sin T(x+ 2). ZatemT=2.
d) tgj—;x—:tg(%+ﬂ>:tgw. ZatemT=2.
e) ctg2m=ctg (27 + ﬂ)zctg2n<x+%>. ZatemTz%.

Przykiad 2. ZnajdZ okres podstawowy T funkcji:
a)cos(x+1);  b)sin(2x+5); c) tg (M —x); d) sin(1 —x).

Rozwiazanie:
Mamy:
a) cos(x+1)=cos(x+ 1+27) = cos((x+2m) + 1),wigc T'= 27,
b) sin(2x+5) =sin(2x+ 5+ 27) = sin (2 (x+ ) + 5), wigc T'=T;
c) tgmx=tg(Mmx+ 7 =tg(mw+ 1), wigcT=1;

d) sin(1l+x)=sin(l +x+27m) =sin(1 + x+ 2m)),wiec T'= 27.

Wzory redukcyjne

Sformutujemy i udowodnimy' szereg twierdzen opisujacych tak zwane wzory redukcyj-
ne. Beda to twierdzenia o funkcjach trygonometrycznych kata. Tak jak zwykle przeformu-
fujemy je potem na twierdzenia o funkcjach zmiennej rzeczywiste;j.

Twierdzenie (wzory dla kata 90° — ).
Dla dowolnego kata o
sin (90" - O() =cosQ,
cos (90°— a) =sina,

tg(90° - ) = ctgr, o ile ctg @ jest okreslony,

ctg (90" ar) = tgox, o ile tg o jest okreslony.

&

(J Dowod. Rozwazmy katy o i 90°—a.

Nietrudno stwierdzi¢, ze dla dowolnego kata & koficowe ramiona katow « i 90°—«
sa symetryczne wzgledem prostej o rownaniu y=x (zawierajacej dwusieczna kata XOY).
Obierajac na tych ramionach punkty odpowiednio P=(x,y) i P'=(x'y"), odlegte od
punktu (0,0) o liczbe¢ dodatnig r, otrzymujemy punkty symetryczne wzgledem prostej
oréwnaniu y=x. Zatem wtedy x'=y,y' =x.

220



6. Wtasnosci funkgji trygonometrycznych zmiennej rzeczywistej

I wowczas Y
sin(90°—a)=12£:cosa, P= (xy) ~
r o r y=x
cos(90°— o) = = -2 —sina,
ror
-
o ' * a \
tg(90—a)=¥:£=ctga, 0 ‘
* Y ® 90°~« X
PR S
ctg (90" — ) = VX =tga. [J
P‘=(X‘,y‘)
Ryc. 6.30.

Uwaga. Wzory te otrzymali$my juz wezes$niej, gdy o byl katem ostrym w trojkgcie prosto-
katnym.
Twierdzenie to dla funkcji zmiennej rzeczywistej mozemy sformutowac nastepujaco:

Twierdzenie
Dla kazdej liczby rzeczywistej x:
. E - o
sin| = —x | = cosx,

i .
cos <—2— —x) = sinx,
tg (% = x) = ctgx, o ile ctgx istnieje,

ctg (% —x) = tgx, o ile tgx istnieje.

Twierdzenie (wzory dla kata 90° + o)
Dla kazdego kata o :
sin (90°+ o) = cos
cos (90" + ) ==sina,
tg(90°+ o) =—ctga, o ile ctg o istnieje,

ctg (90° - a) =—tga, o ile tg  istnieje.

() Dowdd. Poniewaz dla dowolnego kata a koficowe ramiona katow 90°+ o i 90°— o
leza symetrycznie wzgledem osi OY, wigc obierajac na nich odpowiednio punkty P = (x,y)

i P'=(x,y"), odlegte od punktu (0,0) o liczb¢ dodatnig r, otrzymujemy punkty syme-

tryczne wzgledem osi OY.
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VI. Funkcije trygonometryczne

Zatem x=—x', y=y". vt
—a~
P=(xy) P'=(x\y")
v 90~
(04
90+«
Nl .
I wowczas © X
y_Jy
sin(90 + o) ====—=38in(90 — ) =cos,
r r Ryc. 6.31.
o X —X X' o .
cos(90 +a)===—=="==¢c0s(90 —)=—sin,
roor r

A\l

tg(90°+a):l:L=—¥=—tg(90°—a):—ctga,
X —x X

sin(90°+O() _ cosa _

cos(90 +q) ~sina
1 _ 11

tg (90" + ) C—ctgar ctga

(albo tak: tg (90" + o) =

- Ctga)’

ctg (90" + @) = =—tga. [J

Uwaga. MoglibySmy tez dowodzi¢ tego twierdzenia w zupelnie inny sposdb, mianowicie tak:

sin(90°+ ) = sin (90" — (= &) = cos (— Q) = cos
cos (90°+ &) = cos (90° — (— &) = sin (— @) =— sin & itd.

W jezyku funkcji zmiennej rzeczywistej udowodnione przed chwilg twierdzenie ma postac:

Twierdzenie
Dla kazdej liczby rzeczywistej x:

sin (% +x) = COoSX,
coS (% +x> =—sinx,
tg (% = x> =—ctgx, o ile ctgx istnieje,

ctg <12I— +x> =—tgx, o ile tgx istnieje.

~

Twierdzenie (wzory dla kata 180 - )
Dla kazdego kata a:
sin (180°— O() =sina,
cos (180"~ o) == cos,
tg (180° - O() =—tga, o ile tg o istnieje,

ctg (180" - Ot) =—ctga, o ile tga istnieje.
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6. Wtasno$ci funkciji trygonometrycznych zmiennej rzeczywistej

() Dowod. Wystarczy zauwazy¢, ze dla do-
wolnego kata o koncowe ramiona katow
a i 180°—« leza na plaszczyznie wspot-

rzednych symetrycznie wzgledem osi OY. P=y)
Niech punkty P=(x,y) i P'=(x',y'") od-
powiednio na tych ramionach bedg odlegte
od punktu (0,0) o liczbe dodatnia r. Wow-
czas x'=—x, y' =y oraz
sin(180°— o) = 2 = X = sina,
roor
cos (180" — ) = 2 - cosa,
ror r
tg(180°— 0r) = sm(1800— Q) __sina __ sina - tga,
cos(180 —¢) —COS& cos
ctg(180° - ) = L 1 =—ctgo. [

tg(180° -y ~tgax g«

I podobnie jak poprzednio dla funkcji zmiennej rzeczywistej formutujemy twierdzenie.

Twierdzenie
Dla kazdej liczby rzeczywistej x:
sin (7T —x) = sinx,
cos (7T —x) =— cosx,
tg (M —x) =—tgx, o ile tgx istnieje,

ctg (7T —x) =— ctgx, o ile ctgx istnieje.

Twierdzenie (wzory dla kata 180° + &)
Dla kazdego kata a:

sin (180°+ O{) =—sina,
cos (180°+ a) == cos
tg(180°+ o) = tgax, o ile tg o istnieje,
ctg (180°+ &) = ctgar, o ile ctg & istnieje.

(J Dowdd. Mamy:
sin (180°+ o) =sin (180°~ (-@)) = sin (&) == sina,
cos (180°+ a) = cos (180° = (—0)) == cos (o) == cos
tg (180" + o) = tg (180"~ (-@)) =—tg () = tgx,
ctg(180°+or) = ctg (180" - (-)) == ctg (—a) = ctgar. [
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VI. Funkcje trygonometryczne

Dla funkcji zmiennej rzeczywistej zachodzi nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie
Dla kazdej liczby rzeczywistej x:
sin (7T +x) =—sinx,
cos (7T +x) =— cosx,

tg (7 +x) = tgx, o ile tgx istnieje,

ctg (L +x) = ctgx, o ile ctgx istnieje.

(&

Whiosek. Funkcje tangens i cotangens kata (zmiennej rzeczywistej) sa okresowe o okre-
sie 180" (7).

Uwaga. Wykazemy nicbawem, ze 70 jest ich okresem podstawowym.

p
Twierdzenie (wzory dla kata 270" - &)
Dla dowolego kata a:
sin (270°— O{) =—cosQ,
cos (270"~ a)=-sina,

tg (270° - O() = ctg @, o ile ctg @ istnieje,

ctg(270°~ a) = tga, o ile tg a istnieje.

UJ Dowod.
sin (270°= o) = sin (180" + (90"~ &) ) == sin (90"~ o) == cos o,
cos (270~ &) = cos (180°+ (90"~ &) ) == cos (90" — &) == sina,
tg(270°— o) = tg (180" + (90"~ a)) = tg (90"~ &) = ctg o,
ctg (270°— ) = ctg (180°+ (90"~ o)) = ctg (90"~ &) = tg ot. [J

Dla funkcji zmiennej rzeczywistej mamy ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie
Dla kazdej liczby rzeczywistej x:

sin (% 7r—x> =— COSX,
3 .
cosS <5 ﬂ—x) =—sinx,
tg (% g —x) = ctgx, o ile ctgx istnieje,

ctg <% T —x> = tgx, o ile tgx istnieje.
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6. Wiasno$ci funkciji trygonometrycznych zmiennej rzeczywistej

Twierdzenie (wzory dla kata 270" + )
Dla dowolnego kata a:
sin (270°+ a) =—cosQ,

cos (270°+ O() =sina,
tg (270" + ) =— ctgar, o ile ctg o istnieje,

ctg(270°+ a) =—tga, o ile tg  istnieje.

() Dowdd.
sin(270°+ @) = sin (270"— (- a)) =— cos(—0) =— cos,
i dalej podobnie. []

Dla funkcji zmiennej rzeczywistej zachodzi twierdzenie:

Twierdzenie
Dla kazdej liczby rzeczywistej x:

sin (% 7£+x> =—COSX,
3 o
cos (7 s +x> = sinx,
tg (% T+ x) =— ctgx, o ile ctgx istnieje,

ctg <—§- T +x> =—tgx, o ile tgx istnieje.

Twierdzenie (wzory dla kata 360° - o)
Dla kazdego kata a:
sin (360° - O{) =—sina,
cos (360°— O() =cosa,
tg(360° - ar) =—tgr, o ile tg o istnicje,
ctg(360° - a) = ctgar, o ile ctg & istnieje.

() Dowod. Dla kazdego kata o mamy
sin (360°— o) = sin (360" + (~@)) = sin (—) == sina.
Dla pozostalych funkcji dowdd taki sam. [

Twierdzenie to dla funkcji zmiennej rzeczywistej brzmi nast¢pujaco:
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V1. Funkcje trygonometryczne

Twierdzenie
Dla kazdej liczby rzeczywistej x:
sin (27T —x) == sinx,
cos (2% —-x) = cosx,
tg (27— x) =— tgx, o ile tgx istnieje,

ctg (2 —x) =— ctgx, o ile ctgx istnieje.

=\ Pytania i zadania

1. Omow znak funkcji trygonometrycznych.
2. Scharakteryzuj parzysto$c¢ i nieparzystos¢ funkcji trygonometrycznych.
3. Omow okresowos¢ funkeji trygonometrycznych.
4. Jakie znasz wzory redukcyjne?
5. Oblicz:

sin1200%  cos(-1080°);  tg(=1920°);  ctg(-330°);

sin600°;  cos420°; tg(-600°); ctg 1200°.
6. Oblicz:

0B cos B tef—5 ) 1
Sin=~ 7 cos - Ti; tg( 3 n), ctg<12847r).

7. Wykaz, ze dla kazdego x:

sin( 2 +x)=cos(Z -x);

4 B 4 ’

b3 T A
cos<4+x>—sm<4 x),

T _ T . . 4 .
tg Z+x =ctg 7 , 0 ile ta rownos¢ ma sens;

ctg (% +x> =tg (% —x), o ile ta rownos¢ ma sens.

8. Udowodnij, ze jesli o, B, ¥ sa katami dowolnego trojkata, to:

. o+ .oa+
a)sm%=cos——2—ﬁ; b)cos%:sm 2ﬁ;

9. Wiedzac, ze x+y=7 i cosx= %, oblicz: siny, tgy, tgx.
10".Oblicz

cos (75 cos (27[ cos (3% ...c08 (20007 ( cos 2001m))... ))) .

c)siny =cos(a+ f).
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7. Przeksztatcanie wyrazen trygonometrycznych

7. Przeksztaicanie wyrazen trygonometrycznych

Rozdziat ten poswiecimy przeksztalcaniu wyrazen z zastosowaniem poznanych wia-
snoéci funkcji trygonometrycznych i zwigzanych z nimi wzorow.

Przykiad 1. Upros¢ wyrazenie tg(27T—x) +ctg (% s —x) +tg (M —x) +ctg (% —x).
Rozwigzanie:
Mamy:

tg (27T —x) +ctg(%ﬂ—x> +tg(7£—x)+ctg(22t— —x)z—tgx+tgx—tgx+tgx: 0.

Przyklad 2. Przedstaw w najprostszej postaci
sin (= 180°) cos (450"~ a)
sin (540°+ o) cos (=270"+ )
Rozwigzanie:
Poniewaz

sin (= 180°) = sin (=(180"~ o)) == sin (180"~ o) == sinax,
cos (450° = @) = cos (360" + (90"~ ) = cos (90"~ &) = sina,
sin (540°+ o) = sin (360° +(180° +0r)) = sin (180°+ a)=-sina,

cos (=270 + O() = cos (—(270°— a))= cos (270"~ a)=-sina,
wiec

sm(a—0180 )COS(450 :a) = —s?na+s'¥na =0, oile sina#0.
sin (540 +a)cos(—270 +o) “sino-sina

95in 150"~ 4 c0s 240+ 8in 570
3sin(-210") - 2 cos (-420")

Przykiad 3. Oblicz warto$¢ utamka U=

Rozwigzanie:
Poniewaz

sin 150 =sin (180"~ 30") = sin30 =

° l\)|»~

cos 2407 = cos (180°+60°) == cos 60" =~ l,

2
sin570°=sin (360 +210) =sin 210" =sin (180" +30°) == sin 30" =~
sin(=2107) == sin210"==sin (180"+30") =— (~sin30") =
cos (—4200) = c0s420° = cos (360°+ 60 ) =cos60 = %,

wigc
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VI. Funkcje trygonometryczne

Pytania i zadania
1. Sprowadz do najprostszej postaci wyrazenia:
a) sin (% —x) +cos(Tm+x); b) sin (—% T +x) —cos (27 —x);

¢) sin (% —x|+cos(m—x)+tg (%n—x) +ctg(2m—x).

2. Oblicz wartoSci wyrazen: o o
sin*120"- cos (- 180°)

te(~135") ctg 405" ’

a)%ctg%n+tg—}n+sin%ﬂ; b)

3cos(-300")sin 135" 12315

c) : ; .
10¢tg315 sin (~150") cos 225

3. Przedstaw w najprostszej postaci:

sin(x—n)~cos<x— gn)

a) ;
sin (37w +x) - cos (—i 7I+x)

a'cos 2 — 4a3bsm T+ 6a’h’ cos 67— 4ab’ cos 37— b’ sin L 70

b) 2 %

a’ sm~7£+ 3a2b51n47£—3ab cosTi—b" cos 157

a ctg47t+4a btg4n+6azb ctg O 1+ dab’ sm2 +b" cos]O?I

c
) a‘tg T A 3a2btg(—fn)+3ab ctg57I b’ ctg4
4. Oblicz:
/3cos(=510") = /2 sin (-495") sin870 +cos(—1050)+tg(—405)
a) ; b) ; : e
1g2870° 2te 1140" + /2 cos 405 —sin<—1170>
1 .
tg8M—ctg - W+ sin37 cos 37 sin 3
¢) S 2 r— d)(sin%ﬂ) +(cos8m)" 2
1+ tg, T+ctg
tg%ﬂ sin 37
e) (tg % n) + (ctg % ﬂ)
5. Niech f(x)= S02ECOSH oy,

sin 3x + cos 4x

0for Of(EE of(fk or(3f orm.

tg 2x + ctg 3x
1 +tg?2x

oo wf(EF of(2F ar(Fp oo

sinxcosx+ sin 7xcos 12x
1 —-2cos2x

6. Niech f(x)= . Wyznacz:

7. Wykaz, ze funkcja f(x)=

jest nieparzysta.

8. Wykaz, ze funkcja f (x)= tgxcthZf;tg]xcthx jest parzysta.
o’x
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8. Zwigzki migdzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego argumentu

8. Zwiazki migdzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego argumentu

Wiemy juz, ze dla kazdego kata ostrego o w trojkacie prostokgtnym zachodza row-
nosci:

1. sino+cos’o=1,
2. tga-ctgor=1,
sin ¢ cos o
3. tga=—— ctgor=— .
cosx sinQ

Obecnie wykazemy, ze zwiazki 1-3 zachodza nie tylko dla wspomnianych katow.

{
{
|

Twierdzenie
Dla kazdego kata o :

(*) sina+cos’a=1.

(J Dowod. Niech a bedzie dowolnym katem, za§ P= (x, y) — dowolnym punktem na
koncowym ramieniu tego kata i odleglym od poczatku uktadu wspoirzednych o liczbe
dodatnia r.

1. Gdy koncowe ramig kata o zawiera si¢ w ktorejs z osi uktadu wspotrzednych, to row-
nosc¢ (+) zachodzi; wtedy bowiem: sina=0 i (cosa=1 lub cosa=— 1), gdy kofico-
we ramig kata @ zawiera si¢ w osi OX, albo cosa=0 i (sina=1 lub sina=-1),
gdy koncowe rami¢ kata « zawiera si¢ w osi OY. W obu wypadkach jest
sina+cos*a = 1.

v “ ‘wr I A
‘ 0

Ryc. 6.33.

2. Niech konicowe rami¢ kata a nie zawiera si¢ w zadnej z osi. Wowczas zadna ze wspot-
rzgdnych dowolnego punktu P = (x,y) na koficowym ramieniu kata o nie jest zerem.
I wtedy rzeczywiscie

- N A
sm-a+cos =\ +<
r r

xR e
“EteT T ot pth
gdyz liczby ] y| i |x| sg dtugoSciami przyprostokatnych, za$ r jest dtugo$cia przeciwpro-

stokatnej trojkata prostokatnego OPQ (ryc. 6.33). [J
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VI. Funkcije trygonometryczne

Twierdzenie (odwrotne do poprzedniego)
Jezeli liczby a i b spetniaja rownos¢
(*) a*+b’=1,
to istnieje taki kat & o mierze z przedziatu (0°;360°), ze
(%) sind=b 1 cost=a.

J

(J Dowdod. Niech a i b beda liczbami rzeczywistymi spelniajacymi rownosc (+). Wykaze-
my, ze katem «, dla ktorego zachodzg réwnosci (++), jest kat, ktérego ramieniem poczat-
kowym jest dodatnia poto§ OX, a koficowym — poiprosta OP, gdzie P=(a,b).

[stotnie, obierzmy na ptaszczyznie wspotrzgdnych punkt P = (a,b) i oznaczmy kat pol-
prostej OP z osia OX przez o (ryc. 6.34).

v

P=(@b)
!“
[ )
i
o] |
i -
Q lal |O X
Ryc. 6.34.

Mamy wigc z jednej strony a*+b*= 1, za$ z drugiej a’+b*= la|"+ 1b’=0 P,
Stad OP*=1, czyli OP= 1.
Zatem

b _b_ _a _a_
smO(—OP— | =b oraz cosa—O =7 =a. UJ

Oba udowodnione twierdzenia mozemy ujac¢ krocej w jedno:

Twierdzenie

Liczby rzeczywiste a i b sa odpowiednio cosinusem i sinusem tego samego kata wte-
dy i tylko wtedy, gdy a*+ b= 1.

Poniewaz dla kazdego « jest sin®c+cos’a =1, wigc sin*or<1i cos’a< 1, czyli
|sinor| < lifcosa| < 1.
OtrzymaliSmy w ten sposob nastepujgcy wniosek.

Whiosek. Dla kazdego kata o

—l<sina<] i —l<cosa<l
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8. Zwigzki migdzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego argumentu

Twierdzenie

Dla kazdego kata o, dla ktorego istnieje tg ¢, mamy zaleznoS¢
_sina
coso’

() Dowdd. Tangens kata « istnieje, gdy koncowe ramie kata nie zawiera si¢ w osi OY.
Wtedy, oczywiscie, coso# 0 idla dowolnego punktu P =(x,y) na konhcowym ramieniu
kata o jestx# 0.

Zatem wOwczas

y
_ Y _r _sin¢
o= X cosO{’D
r

W podobny sposob mozna wykazac kolejne twierdzenie:

Twierdzenie

Dla kazdego kata o, dla ktorego istnieje ctg o , zachodzi zwigzek

_cos
sina’

ctga

Z obu tych twierdzef wynika wniosek.

Whiosek. Jezeli kat o # k- 90°, gdzie k€ C, to tgo-ctgor= 1.
Dla funkcji trygonometrycznych zmiennej rzeczywistej zachodzi wigc twierdzenie:

Twierdzenie

Dla kazdej liczby rzeczywistej x:
sin®x+ cos*x=1,

sinx T
tgx= Cosx,oﬂe x#(2k+1) 5 i ke,

ctox= COS;, oile x#kn i keC,

sin

tgx-ctgx=1,o0ile x#k% ikeC.

Zwiazki pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego argumentu nazywane

sg tez podstawowymi tozsamoS$ciami trygonometrycznymi.
Wykorzystamy je teraz do przeksztalcania rozmaitych wyrazen trygonometrycznych.

Przykiad 1. UproS¢ wyrazenie sin (% +x) sin (7 —x) <tg(n +x)+ tg(% ) —x)) :
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VI. Funkcije trygonometryczne

Rozwigzanie

sin z +x
2

Zatem

. I3
S (7 +Xx

=cosxsinx (tgx + ctgx) = cosxsinx (

) =cosx, sin(7—x)=sinx, tg(7W+x)=tgx, tg (% n—x) = ctgx.

pntr-nfeevn - ufi )

sinx L Cosx) _
cosx  sinx

sin?x+ cos?x

: : . T
=cosxsinx ————————=sin’x+cos’x=1, jesli x#k = i ke C.

sinx- cosx

Odpowiedz: Dane wyrazenie przyjmuje warto$¢ 1, gdy x# k% ikeC.

. tgx+ctgx . .. _ /6
Przykiad 2. Oblicz —_—tgx—ctgx’ jesli tgx= 5
Rozwigzanie:
Mamy
2
/6 6 5
tgx+ctgy _ tgx+ctgx tgx _tgix+1 (7) +1 3 Z+1 _i_s
tgx—ctgx ~ tgx—ctgx tex tglx—1 /| T6_1 17
(%) -1 4 2

Przykiad 3.

Rozwigzanie

Upro$¢ wyrazenie (sinx+ cosx)? + (sinx— cosx)?.

Korzystajac ze wzoréw skroconego mnozenia, otrzymujemy

(sinx+ cosx)’+ (sinx— cosx)?=sin®x+ 2 sinxcosx+ cos” x +

+sin®x—

Przyklad 4.

2 sinxcosx+ cos?x=2(sin*x+cos’x)=2-1=2.

Wiadomo, ze tgx+ ctgx=2. Oblicz:

a) tgx—ctgx; b)tg’ x+ctg’x.
Rozwigzanie:

a) Poniewaz

(tgx—ctgx)®=tg” x— 2tgxctgx+ ctg’ x=

=(tg*x+

2tgxctgx+ ctg® x) — 4tgxctgx =

=(tgx+ctgx)’—4=2"-4=4-4=0,

wiec tgx—ctgx=0.
b) Korzystajac ze wzoru na sume szeScianow, otrzymujemy:

tg x+ ctgdx = (tgx+ ctgx)( tg? x— tgxctgx+ ctg’x) =

=(tgx+ ctgx)( tgx+ ctgx)’— 3tgx- ctgx=
=2-(2*°-3-1)=2-(4-3)=2-1=2.
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9. Dowodzenie tozsamosci trygonometrycznych

Pytania i zadania
1. UproS$¢ wyrazenia:

a) cos (% +x> cos (27T —x) (ctg (m+x)+ctg (% I —x));

sinx sinx
b : c/sin2x1+ctx +cos?x (1 +tgx).
)1+cosx 1 — cosx’ ) ( gx) (1+1g )
2. Oblicz:
sinx— cosx . .. ) e
a) ————, jeSlitgx= %; b) sin® x+ cos’ x, jesli sinx+cosx=1;
sinx+ cosx

c) tg' x+ ctg x, jesli tgx+ctgx=2.
3. Oblicz wartosci pozostalych funkji trygonometrycznych kata, jesli:

a)cosa=5 i € (270:360°)  b)etga=5, i o€ (1807:270°).

9. Dowodzenie tozsamosci trygonometrycznych

Tozsamo$¢ trygonometryczna to po prostu rowno$¢ zawierajgca wylgcznie funkcje trygo-
nometryczne kata lub zmiennej rzeczywistej i prawdziwa dla wszelkich katow lub wartosci
zmiennej rzeczywistej, dla ktorych wystepujace w tej rownosci wyrazenia maja sens.

Poznane zwiazki pomigdzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego argumentu sa,
jak pamigtamy, tak zwanymi tozsamosciami trygonometrycznymi podstawowymi. Obec-
nie zastosujemy je do dowodzenia tozsamoSci bardzie] ztozonych.

Aby udowodni¢ tozsamos¢, nalezy:

a) przeksztatcac jedng z jej stron tak diugo, az dojdziemy do postaci, ktérg ma druga
strona,

albo
b) przeksztalcaé obie jej strony, aby doprowadzic je do tej samej postaci.

Prze§ledZmy to na przyktadach, najpierw stosunkowo prostych, a nast¢pnie nieco trud-
niejszych.
Przyktad 1. Wykaz, ze (tg2 x—sin’ x) ~ctg?x=sin’ x.
Rozwiazanie:
Bedziemy przeksztalcac lewa strong tej tozsamoscl, by doj$¢ do prawej. Otrzymujemy:
(tg2 x—sin’ x) cctg?x=tg?x-ctg® x—sin’x-ctg’ x =

2

’_ cosx

= . 2_ ; . 2 [ . — 1 _ )
=(tgx- ctgx) — (sinx-ctgx) =1 <smx sinx) =1-cos’x=sin’x.

Przykiad 2. Udowodnij, ze tgx— ctgx = (tgx—1)(ctgx+ 1).
Rozwigzanie:

Tym razem przeksztalcajmy prawg strong, aby otrzymacd postac lewej strony.
Mamy:

(tgx—1)(ctgx+ 1) = tgx- ctgx+ tgx— ctgx— 1 = tgx — ctgx.
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VI. Funkcje trygonometryczne

Przyklad 3. Wykaz, ze (1 + sinx)(C !

—tgx | = cosx.
0SX & )

Rozwiazanie:
Przeksztalcajac lewa strong, otrzymujemy:

. 1 _ . 1 sinx
(1 +sinx) (ﬁ - tgx) = (1 + sinx) ( “oox cosx)

—sinx _1—sin’x  cos’x
CoSX COSX COSX

=(1 Jrsin)c)1 = COSX.

Przykiad 4. Sprawdz, ze (L -

. inx+ = ctgx— tgx.
. cosx)(smx COSX) = ctgx — tgx

Rozwigzanie:
Wychodzac z lewej strony, dojdziemy do prawej. Istotnie,

COsSX— sinx
sinxcosx

(L - )(sinx+ COsX) = (sinx+ cosx) =

sinx  cosx

COSX — sinx ) cos?x—sin’x
=" " (cosx+sinx)= ———— =
sinxcosx sinxcosx
cos’ x sin®x cosx  sinx
=— - = =— - =ctgx—tgx.
sinxcosx  sinxcosx sinx  cosx
sin‘a—tg’a

Przyklad 5°. Udowodnij, ze tg° 0= —F——-—5—.
] . cos“ o —ctg
Rozwigzanie:

Poniewaz
.2 2 .2 sin*a ) 1
sin“a—tg o=sin"0—>—~_—=sin“o(l —-—5-)=
cos? o cos? o
., costa—1 ., l—=cos’a ., sina sin*a
=sin" Q- —————=—8In"Q—————=—S8In" " S =— 5
cos’ cos? o cos? o cos?a
i analogicznie
2 2 !
cos O —ctg o =—— wigc
& sinto V€
sin‘a .
sina—tg’a _ " cos’er _ sinfasinfa _sinor _ [sina -
cos’a—ctg’ar  cos'a cos‘or-cos’ar  cos®ar |\ oS
sin’a

—oind oy — 4
Przyklad 6. Wykaz, ze ! L acos &2
I —sin®a—-cosa 3

Rozwigzanie:
Korzystajac z tozsamosci sin’® o+ cos” @ = 1, przeksztalcamy najpierw osobno licznik
i mianownik utamka stojacego po lewej stronie danej tozsamoSci. Mamy:

1 —sin‘a—cos*a=(sin*o+cos’a) —sin*o—cos* o =
=(sin’o—sin*a) + (cos>a — cos* &) = sin* o (1 — sin*a) + cos* (1 — cos” @) =
=sin’a-cos’a+ cos’a-sina=2sin’ o cos*

1 —sin®a—cos®a=(sin’ o+ cos’ &) —sin®a—cos® o =
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9. Dowodzenie tozsamosci trygonometrycznych

:(sinza—sin°a)+(cosza—coséa)=sin2a(l—sin4a)+cos2a(1—cos4a)=
—sin?a(1 —sin?@)( 1 +sin®a) +cos” (1 — cos” o)( 1 + cos’ Q) =

—sin?or - cos?ar(1 +sin®@) + cos>a - sin® (1 + cos” @) =
=sin’a-cos?a(l +sin®0+ 1 +cos’>a) = 3sin’a- cos’ .

Zatem

1 —sin‘a—cos*a  2sin?or-cos’ o _ 2

| —sinfa—cos®ar  3sin’or-cos’dl 3

Przyktad 7°. Udowodnij, ze

1 1
2 2
s (I-sino)” (1+sin@)
N U

(I—COSO()2 (1+CosO()2
Rozwigzanie:
Poniewaz:

1 B 1 ~(1+sina)?= (1 =sina)? _

(1-sino)® (1+sino)? (1 —sino(1+sina)?

:(1+25'm05+sin206)—(1—2sino¢+sin2a): 4sina _ 4sina
(1 -sino)(1 +sina))’ (1-sin0)?  cos*a
i podobnie
1 1 _4cosa

=0,
(1-cosa)? (1+cosa)? SI&
wiec prawa strona P dowodzonej tozsamoSci jest rtowna

4sino 5

P cos' oL _ sina-sin*or sina_(sinat) oS
dcosa  cosa-costor  cos’ol |\ COSCX
sin*o

Pytania i zadania
1. Wykaz tozsamosci:
a) (1 +sinx) (1 —sinx) =cos’x;  b)cos'x—sin'x=1-2 sin’ x;

sinx 1 tg ctgx

¢) ctgx+ =— d)—i—:sin2x; ¢) —=——=cos’ x;
1 +cosx sinx tgx+ ctgx tgx+ ctgx
)l—sinx+1+sinx: 2 g})l—cosx+1+cosx:_ 2
1 +sinx 1-sinx cosx’ I +cosx 1—sinx sinx’
2. Udowodnij, ze 1 1
cos?o—ctg? o s 1 - cosa)’ 1+ cosa)’
a)ctg"az————sinza_tggza; b)ctg‘a:( i ) _( ] ) .

(1-sina)” (1+sina)’
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VI. Funkcje trygonometryczne

10. Wykresy funkcji trygonometrycznych

Wiemy juz, ze aby otrzymac wykres funkcji okresowej, wystarczy narysowac¢ go w prze-
dziale o dlugosci jednego okresu (np. podstawowego, jesli taki istnieje). Caly wykres
otrzymamy, przesuwajac zbudowang jego cze$¢ wzdtuz osi OX o wielokrotno$¢ okresu.
Warto przedtem zbadac, czy jest on symetryczny wzgledem prostej lub punktu, gdyz ufa-
twia to konstrukcje takiego wykresu.

Zanim przejdziemy do rysowania wykresu funkcji trygonometrycznych, uczynimy jesz-
cze dwa spostrzezenia natury ogolne;j.

Niech f bedzie funkcja okreslong w pewnym podzbiorze A zbioru R liczb rzeczywis-
tych, zaSa — taka liczba rzeczywista, ze dla kazdej liczby x ze zbioru A rowniez liczba a —x
nalezy do tego zbioru. Zachodzg wowczas takie oto dwa twierdzenia.

Twierdzenie 1.

Jezeli dla kazdej liczby x ze zbioru A zachodzi warunek f(a —x) = f(x), to wykres funk-
cji fjest symetryczny wzgledem prostej rownoleglej do osi OY i przechodzacej przez punkt

a ; L : a
(—2— 0), czyli prostej o rOwnaniu x = >

2
Srodkiem odcinka o koncach (x,0) i (a —x, 0). A poniewaz f (x)=f (a—x), wigc punkty

UJ Dowdd. Wystarczy zauwazyc, ze % —x=(@-0-2, co oznacza, ze punkt (% 0) jest

(x,f(x)) i (a—x,f(a—x)) leza na prostej prostopadlej do prostej x= % . Sa wigc do siebie
symetryczne wzgledem prostej x = % (ryc. 6.35).

[
Y by

! '(y -0 &

Ryc. 6.35. Ryc. 6.36.

W szczeg6lnosci, gdy a =0, to funkcja f spelnia w zbiorze A warunek f(—x) =f(x),
jest wigc parzysta w zbiorze A4 i (co juz wiemy) ma wykres symetryczny wzglgdem prostej
o rownaniu x = 0, ktorg jest 0§ OY (ryc. 6.36). [J
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10. Wykresy funkcji trygonometrycznych

Twierdzenie 2.

Jezeli dla kazdej liczby x ze zbioru A zachodzi warunek f(a —x) =— f(x), to wykres
funkcji f jest symetryczny wzgledem punktu <% 0).

(J Dowod. Wystarczy zauwazy¢, ze punkt (% O) jest Srodkiem odcinka o koncach

(a-x,fla-x) i (f(), gdy xeA (ryc. 6.37).

% oy

Ryc. 6.37. Ryc. 6.38.

W szezegolnosei, gdy a =0, to funkcja f spetnia w zbiorze A warunek f (—x)=—f(x);
jest wigc nieparzysta w zbiorze A, a zatem jej wykres jest symetryczny wzgledem punktu
(0,0) (poczatku uktadu wspolrzednych) (rys. 6.38). [J

Mozemy przystapic do sporzadzania wykresow funkcji trygonometrycznych.

Wykres funkcji sinus

Okresem podstawowym sinusa jest liczba 271. Sporzadzamy wiec najpierw wykres tej
funkcji w przedziale o dtugosci 27, a nastgpnie otrzymany fragment przesuwamy wzdiuz
osi OX o wielokrotnos¢ liczby 27. Przedzialem dlugosci 270 jest na przykiad przedziat
<O; 271>.
Rysujemy wykres funkcji sinus w przedziale <O; §>, postugujac si¢ okregiem o promie-
niu 1, jak to pokazuje rycina 6.39. W tym celu wybieramy na okreggu jednostkowym punk-
ty P i wystawiamy z nich odcinki prostopadie do osi OX. Dlugosci tych odcinkow sg

wartosciami sinusa dla x z przedziatu <O; %>, bedacych miarami tukowymi katow XSP .

Poniewaz dla kazdej liczby rzeczywistej x jest sin (77 —x) = sinx i sin (27T — x) =— sinux,
wiec wykres funkcji sinus jest symetryczny zaréwno wzgledem prostej o rownaniu x = %,
jak rowniez wzgledem punktu (7, 0).
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VI. Funkcije trygonometryczne

by
1 —®
| |
o X _27£ XV
Ryc. 6.39.
2> odbijemy wzgledem proste;j

Otrzymany wi¢c przed chwilg wykres w przedziale <O; 5
o rownaniu x = I mamy juz wykres w przedziale (0; ) (ryc. 6.40).

!

Y
1 x=73
]
/ /
/"///
/ _
0] z T X

Ryc. 6.40.

Nastepnie odbijamy go wzgledem punktu (7,0) i rysujemy wykres funkcji sinus

w przedziale (0;27) (ryc. 6.41).

E

Ryc. 6.41.

Przesuwamy wykres funkcji sinus w przedziale (O; 27r> o wielokrotnos$¢ liczby 27

wzdiuz osi OX i otrzymujemy wykres tej funkcji w calym zbiorze R (ryc. 6.42).
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10. Wykresy funkcji trygonometrycznych

|
SIS
(I8

a

27 X

|
|
a
)
S
a

Ryc. 6.42.

Lini¢ t¢ nazywamy sinusoida.

Z wykresu funkcji sinus tatwo odczytac¢ jej wtasnoSci. Oto niektdre z nich:
1. Funkcja sinus okreSlona jest okreslona w zbiorze R liczb rzeczywistych.
2. Funkcja ta przyjmuje:

— wartoSci dodatnie w przedziatach (2k7;( 2k + 1) 7);

— wartosci ujemne w przedziatach ((2k — 1) 7; 2k7).
3. Funkcja sinus:

- ro$nie w kazdym z przedziatow <~% + 2k7£;§ + 2k7£>;

- maleje w kazdym z przedzialoéw (% +2km L+ (2k+ 1) n).

4. Miejscami zerowymi tej funkcji sa liczby k7T

5. Funkcja sinus przyjmuje warto$¢ najwicksza rowna 1, w punktach % + 2k7, a najmnie;j-
sz3, rdbwna — 1, w punktach —% + 2kTt.
Wszedzie tutaj k € C.

Wykres funkcji cosinus

Poniewaz cosx = sin <x+ 5 ) wige wykres funkcji cosinus jest tez sinusoida, ale prze-

suni¢ta wzdtuz osi OX o % w lewo. Lini¢ t¢ nazywamy tez cosinusoida (ryc. 6.43).

3
Y

Yy = cosx y=sinx

< |

SIS
%

|
[S1[0%
|
a
L)
N
a
[\
4
= v

Ryc. 6.43.
Wykazemy teraz, ze liczba 270 jest podstawowym okresem funkcji sinus i cosinus.
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VI. Funkcje trygonometryczne

() Dowod. Zatézmy, ze ¢ jest taka liczbg rozng od zera, ze dla kazdej liczby rzeczywistej
x zachodzi réwnos¢ (=) sin (x+1) = sint.

Wtedy, podstawiajac w rownosci () x = 0, otrzymujemy sint=sin0=0 , skad r=k7
(gdzie k € C), bo tylko liczby tej postaci sg miejscami zerowymi sinusa (ryc. 6.41). Liczba
k nie moze by¢ przy tym nieparzysta, gdyz

sin[x=(2/+ 1) 7] =sin (x+ 7T) =— sinx,
co dowodzi, ze (2/+ 1)t nie jest okresem sinusa.

Liczba 27 jest wigc najmniejszym dodatnim okresem funkcji sinus, czyli tak zwanym
okresem zasadniczym. Podobnie dowodzimy, ze liczba 270 jest okresem zasadniczym co-
sinusa, za$ liczba 71 — tangensa i cotangensa. [

Wykres funkcji tangens

Okresem podstawowym funkcji tangens jest liczba 71. Zatem, aby otrzymac caly wykres

tangensa, rysujemy go najpierw w przedziale o dtugosci 7. Niech to bedzie przedzial
1)

Poniewaz tg(—x)=—tgx, wiec wykres funkcji tangens jest symetryczny wzgledem
punktu (0,0). Wykres tangensa w przedziale (0; %) rysujemy podobnie jak wykres sinu-
sa. Konstrukcje widzimy na rycinie 6.44. Wybieramy na okregu jednostkowym (tzn. o pro-
mieniu 1) punkt P taki, aby odcinek laczacy ten punkt ze Srodkiem § danego okrggu
tworzyl z osia OX kat o mierze tukowej x z przedziatu (0; %) Odcinek ten przediuzamy
do przecigcia sie ze styczng do tego okregu, poprowadzong w punkcie (- 1,0). Rz¢dna
punktu 7 przecigcia si¢ tego odcinka ze styczng rOwna jest tgx.

AY

)
=
e
<

Ryc. 6.44.

Aby otrzymac wykres tangensa w przedziale -E;O, starczy narysowany przed
y y wy g p ) wy y y yp

chwila wykres odbi¢ wzglgdem poczatku ukiadu wspotrzednych.
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10. Wykresy funkcji trygonometrycznych

Oto wykres tangensa w przedziale (

_I.T
2’2 )

A
Y

y=tgx

Ryc. 6.45.

Przesuwajac ten wykres wzdluz osi OX o wielokrotnoS¢ liczby 70 otrzymujemy wykres

funkcji tangens w zbiorze R \{(2k +1) %; keC }, zwany tez tangensoida.

Oto ten wykres.

| | Y | | |
| | | | I I
| | | | | |
| | | C TR |
| | | | I |
! | | ! ! !
| | | | | |
. -m 1 -7 1 l n i 27 1
! ! ! i "3 ‘
| —%ﬂ\ __771 \ 0 : 2 :7” ! X
1 1 } ‘ | |
| | | | I I
| | | | | I
| | | : : :
I I |

| | I | |
| | | | |

1 | I
Ryc. 6.46.
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VI. Funkcije trygonometryczne

Z wykresu tego odczytujemy, ze funkcja tangens:
— przyjmuje wartosci dodatnie w przedziatach (kﬂ; % + kﬂ), a ujemne —w przedziatach

(-5 + sk
— ro$nie w kazdym przedziale (— >

— ma miejsca zerowe; sa nimi liczby k7, k€ C.

~+ kﬁ;% + kﬂ) (ale nie w calej dziedzinie!);

Wykres funkcji cotangens
Wiemy, ze jeSlix#kn i k€ C, to
ctgx=—1tg (x+ %)

Aby wiec otrzyma¢ wykres funkcji cotangens, zwanej cotangensoida, nalezy wykres
funkcji tangens przesuna¢ wzdiuz osi OX wlewo o l, a nastepnie odbi¢ go wzgledem osi

OX. Przedstawmy to kolejno na rycinach 6.47 i 6.48.
A

Y Y 1
.
y:ctgx ”> ‘yztg(x+7n)
1
1
1
1
,.l
1
/
0] [0 /// Y X
4
I, | I/
/ 7
! 1
1 !
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
I I
1 1
Ryc. 6.47.
| j y=ctgx
|
!
)
=27 - l T 2
| T kA i 3 T
_%7[ -3 EO 5 [ 57
l
| | |
| |
{
t
Ryc. 6.48
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11. Proste réwnania i nierownos$ci trygonometryczne

Pytania i zadania
1. Kiedy funkcja f ma wykres symetryczny wzgledem prostej o rOwnaniu x = %, a kiedy
wzgledem punktu (%, O)?

2. Odczytaj z wykresu wtasnosci funkcji cosinus.

3. Odczytaj z wykresu wlasnoSci funkcji cotangens.
4. Wyznacz okres podstawowy funkcji:

a) y = sin 2x; b)y—sm—

¢) y=sin(-x); d) y=|sinx];

e) y=sinx+|sinx|; f) y = cos 3x;

g) y=2cos 2x; h) y=|tgx}

i)y= lctg 5 \
5. Postugujac si¢ wykresami funkcji trygonometrycznych sporzadzZ wykresy funkcji:

a) y=sin2x; b) y=cos>;

o) y=tg 75 d) y=ctgdx;

. 2
e) y=|sinx|, fyy=tg3x

11. Proste rownania i nierownosci trygonometryczne

Rownania trygonometryczne

Najprostszymi rGwnaniami trygonometrycznymi sg rOwnania postaci:

sinx=a, cosx=a, tgx=a, ctgx=a,

w ktorych x jest niewiadoma, natomiast a oznacza liczb¢ dang. Réwnania te nazywamy
rownaniami trygonometrycznymi elementarnymi lub podstawowymi.

Gdy chcemy rozwiazac jakie§ rownanie trygonometryczne, zazwyczaj sprowadzamy je
do ktoregos z wyzej wymienionych réwnan podstawowych.

Omoéwmy zatem po kolei kazde z nich.

1. Rownanie sinx =a

Aby rownanie to miato rozwigzanie, musimy zalozy¢, ze ‘a‘ <1 (dlaczego?). Poniewaz
sinus jest funkcja okresowa o okresie podstawowym 27T, wigc wystarczy rozwigzac to row-
nanie w przedziale o diugosci 271

Wezmy zatem pod uwage przedzial < 75 > Patrzac na wykres sinusa w tym prze-

dziale (ryc. 6.49 1 6.50) widzimy, ze w przedziatach < > 721> i <§—, % 7I> funkcja ta przyj-

muje kazda warto$¢ a z przedziatu (- 1; 1) tylko jeden raz. Oznacza to, ze w kazdym z tych
przedziatow istnieje tylko jedno rozwigzanie rownania sinx = a; jezeli xo jest tym rozwig-

. . T 7 . . . A . .
zaniem w przedziale (-7 >, to TT—xo jest rozwigzaniem tego rownania w przedziale

<%; % 7£>. Dodajac do kazdego z tych rozwigzan wielokrotno$¢ 27, to znaczy liczbe 2k,

gdzie k € C, otrzymujemy wszystkie rozwigzania rOwnania sinx = a.
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VI. Funkcje trygonometryczne

A
Y
1 y=a, gdy O<a<l
a | |
i | 1 j'c o
: >
*771; 0 x, . Tx :%n X
| - |
y=sinx
Ryc. 6.49.
/
Y
1 T
|
_J 1
2 X ! TT—Xg
: ‘ ! >
DV R A N L
-1 y=a, ~—
gdy —-1<a<0
Ryc. 6.50.

Tak wiec, jesli Ia‘ < 1, to kazde rozwigzanie réwnania sinx=a jest jedng z liczb
xo+ 2km albo jedng z liczb 7T—x,+ 2km, gdzie x,€ <—%;—72£>, keC.
Zapisujac liczby xo+ 2k i 7T—x,+ 2kl w postaci
(= D% xo+2km i (- D** xo+ 2k+ 1),
widzimy, ze mozemy podac je w jednej postaci:
() (= )" xo+nm, gdzie ne C.
Aby zatem znalez¢ wszystkie rozwigzania rOwnania sinx=a, w ktorym ]a| < 1, wystar-

. 4 P . . TN . . . . .y
czy rozwigzac to rownanie w przedziale <—5; 3> i znalezione rozwigzanie podstawi¢ do
wzoru (*).

S R /2 1
Uwaga. Jezelia jest ktoras z liczb: 0, 5=, + 7, +

+ 1, to znalezienie w przedziale
721 5 liczby x,, dla ktorej sinx,=a, jest sprawa prosta, gdyz na ogot dobrze pamigta-

L3
2

my, dla jakich katow sinus przyjmuje wyzej wymienione wartosci. Klopot pojawia si¢ wte-
dy, gdy a jest inng liczba. Wtedy trzeba si¢gac do tablic wartoSci sinusa. Jesli nie zachodzi

potrzeba doktadniejszych rachunkoéw, to te jedyna liczbe x,€ <—%; %> oznaczamy symbo-
lem arcsina iczytamy: arkus sinus a.

Na przyktad:
.3 .n_ /3. _[ mom
aresin == 7, bo sin— =1 2 €(—-515),

. 1\ _ = . T\_ 1. T _
arcs1n<—2>——6,bo sm<76>— 5 i 6€<
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11. Proste réwnania i nieréwnosci trygonometryczne

Whiosek. [a| <1 = (sinx:a ox=(-1)"arcsina+nnane C).
L L 1
Przyklad 1. Rozwigz rOwnanie sinx= 5

Rozwigzanie:
1.7

. . .7 T 1
Poniewaz sxn€=51g€< > 2>W1t;c smx—zﬁx =" +n7E/\n€C.

Odpowiedz: Rozwiazaniami rownania sa liczby postaci (- 1) gt gdzie ne C.

e, . . 3
Przykiad 2. Rozwigz réwnanie sinx=- %
Rozwiazanie:
Wiemy, 7e sin (-2 |=—sinZ = /3 i-Le( L2
Y, 3 3 2 3 272

Zatem sinx=- «‘gi ex=(-D" <§> +nnaneC.

Odpowiedz: Rozwigzaniami rownania sg liczby x=(-=1)"" L % + n, gdzie ne C.
Przykiad 3. Rozwigz réwnanie sin2x= 1.
Rozwigzanie: |

Mamy: sin2x=1 e 2x= (- 1)" % +n7, gdzie n € C. Tutaj mozemy, oczywiscie, na-
pisac dalej (sprawdz to!) 2x= % + 2k, gdzie ne C, skad x= % + kL.

Odpowiedz: Rozwigzaniami danego rownania sg liczby x = %I— + ki, gdzie k € C.

L L b8 2
Przykiad 4. Rozwiaz rOwnanie sin <2x+ Z) = é
Rozwigzanie:
. .o _J/2 . T\
Poniewaz sin 12— 1€ <— > 2>, wiec

sin(2x+£>:—‘@@2x+£=(—1)”~£+n7IAn€C,
4 3 4 4
stad

:((—1) >—+n7tlostateczmex (( 1"'— ) 8+n
KL
8

Odpowiedz: Rozwigzaniami rOwnania sg liczby x= <( 1) - ) > gd21e neC.

Przykilad 5. Rozwiaz rOwnanie sin % = %.

Rozwigzanie:
Tutaj liczbe xo z przedziatu <§, %>, dla ktorej sinxo= % oznaczamy przez arcsin %.
Wtedy mamy

in X
sin 3
Stad

x=3(=1)" arcsin % + 3n7t.

4 .4
;@gz(— 1)”~arcsm;+mtAne C.

Odpowiedz: Rozwiazaniami danego rownania sg liczby x=3 (- 1)"- arcsin % +nm, gdzie
ne C.
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VI. Funkcje trygonometryczne

2. Rownanie cosx=a

OczywiScie zaktadamy, ze [a! < 1, gdyz tylko wtedy rownanie to ma rozwigzania. Funk-
cja cosinus, podobnie jak sinus, ma okres podstawowy 27T, wigc wystarczy rozwiazac to
rownanie w przedziale o dtugosci 27

Rozwazmy wigc funkcje cosinus w przedziale <~7I; 7I> (ryc. 6.51, 6.52). Widzimy, ze
w przedzialach (— T 0> 1 <O; 7I> cosinus przyjmuje kazda wartoS¢ a z przedziatu (—1; 1> tylko
jeden raz. Oznacza to, ze w kazdym z tych przedziatoéw istnieje tylko jedno rozwigzanie
réwnania cosx=a, i przy tym, jezeli x, jest rozwigzaniem tego rOwnania w przedziale
<O; 7I>, to —x, jest jego rozwigzaniem w przedziale <77£; O); wynika to z parzystosci cosinu-
sa. Dodajac do liczb —x i x liczbe 2k, gdzie k € C, otrzymujemy wszystkie rozwigzania
danego rownania.

\
Y
1
y=a, gdy 0<a<l1
_T " ! pIY
- 2/ 2 n -
X 0 x X
-1
y=cosx
Ryc. 6.51
A
Y
1
~T X "% 7 X T
0 X
_1 y=a,
gdy -1<a <0
Ryc. 6.52.

Tak wigc, jesli |a| <1, tocosx=a e x=—xo+ 2k lub x=x0+ 2k7, gdzie k € C, co
zapisujemy krocej:

(%) X==xx0+ 2KTL.

Aby znalez¢ wszystkie rozwigzania rOwnania cosx =a, w ktorym ]a| < | wystarczy roz-
wigzac je w przedziale <O; 7I>. Liczbe x, z przedziatu <O; ), dla ktorej cosx,=a, pod-
stawiamy do wzoru (*) i otrzymujemy w ten sposob wszystkie rozwigzania.

Uwaga. To jedyne x, w przedziale <O; 7I>, dla ktorego cosx,=a, oznaczamy symbolem
arc cosa i czytamy: arkus kosinus a.

Na przyktad:
L1 A_Lim o
arccos S =7, bo cos 3 =7 i 3 e (0;m),
Are J2\_3 3 /2.3 )
drCLOS(—T =<7, bo cos g =-5 1 3 7mE (0;7).
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11. Proste rownania i nierownosci trygonometryczne

Whiosek. |a| <1=(cosx=aex=tarccosa+2knnrkeC).

Przykiad 1. Rozwiaz rOwnanie cosx= ?
Rozwigzanie:
Poniewaz cos = = /3 ile <O'JI> wige
6 2 6 L WiE

cosx = é eXx=* % +2knakeC.
Odpowiedz: Rozwigzaniami réwnania sg liczby x=+ % + 2km, gdzie ke C.
Przyklad 2. Rozwigz rGwnanie cos% =- g
Rozwigzanie:

. . 3 /2 .3 )
Wiemy, ze COSTM=="7 13TE <0, n).
Stad
x_ J2 x_ .3 3 .
Cos T ==& =k o 2k e x=% ST+ 4km, gdzie ke C.

Odpowiedz: Rozwiazaniami rOwnania sg liczby x==+ % T+ 4km, gdzie ke C.
Przykiad 3. Rozwiaz rownanie cosTT(x— 1) = 1.

Rozwigzanie:
Funkcja cosinus przyjmuje wartos¢ 1 dla liczb postaci 2k, gdzie k € C.
Stad
cosTx—1)=lenk—-1)=2knex—1=2kex=2k+1

Odpowiedz: Rozwigzaniem danego rownania jest kazda liczba nieparzysta.

3. Rownanie tgx =a

Roéwnanie to, podobnie jak poprzednie, rozwigzujemy najpierw w przedziale o diugo-
Sci rownej okresowi podstawowemu tangensa, ktorym jest 7. Jednym z takich przedzialow
jest przedzial (—%; %) W przedziale tym tangens przybiera kazda wartoS¢ rzeczywista je-
den raz (ryc. 6.53, 6.54). Dlatego istnieje tam tylko jedno rozwigzanie x, danego rOwna-
nia, za$ jego wszystkie rozwigzania podaje wzor x =x,+ k7, gdzie k € C.

y=a, dla a=>0

n f
-3 O x 3 Xx - : 0 I x
y=a,)dla a<0
Ryc. 6.53. Ryc. 6.54.
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VI. Funkcje trygonometryczne

Uwaga. To jedyne x,€ (‘%? %), dla ktorego tgx,=a oznaczamy symbolem arctga iczy-
tamy: arkus tangens a.
Na przykiad:

T T . T T
arCth:X, bo tngl IZ€<——-'—),
wei(-/3)=-3 v wl-3)- 31 -Te(-53).

Whiosek. tgx=a < arctga+knrke C.

Przykiad 1. Rozwigz rownanie tgx= %

Rozwigzanie:

. . T_ 1 .7x T
Wiemy, ze tgg:ﬁ 5 ( ??)
Stad
tgx:%©x=%+kﬂAk€C.

Odpowiedz: Rozwigzaniami danego rownania sg liczby x= % +km, gdzie ke C.
Przykiad 2. Rozwiaz rOwnanie tg 1;— =1
Rozwigzanie:

Poniewaz tg (—%) ==1li —% € (—E;E) , wiec

tg% =—le % =— % + k7 @x:—% + 2k, gdzie k € C.
Odpowiedz: Rozwigzaniami danego réwnania sg liczby x= 2k — %, gdzie ke C.
Przykiad 3. Rozwiaz réwnanie tg2x=3.

Rozwigzanie:

Tutaj liczbe x, z przedzialu ( z.

73 ) dla ktorej tgx,=3 oznaczamy przez arctg3.

Wtedy mozemy pisaé, ze tg2x=3 < 2x:arctg3+k7r=>x:53rctg3+k-—, gdzie
keC.

Odpowiedz: Rozwigzaniami danego rownania sa liczby x= %arc te3+k- %, gdzie
keC.

4. Rownanie ctgx =a

Rozwigzujemy je najpierw w przedziale (0; 1), w ktorym ctg przyjmuje kazdg wartoS¢
rzeczywista jeden raz (ryc. 6.55, 6.56). Znalezione tam tylko jedno rozwiazanie xo danego
rOwnania wyznacza nam ze wzoru x =X+ k7T, gdzie k € C, jego wszystkie rozwiazania.

Uwaga. T¢ jedyna liczbe x z przedziatu (0; 1), dla ktorej ctgx,=a oznaczamy symbolem
arcctga iczytamy: arkus kotangens a.
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11. Proste réwnania i nieréwnosci trygonometryczne

- %o -~
o X 3 Tox 0 2 X
Ryc. 6.55. Ryc. 6.56.

Na przyktad:
i3 X _ . T )
arcctg/3 = + bo ctg¢ =/31 . € (0;7),
arcctg(-l)z%ﬂ, bo ctg%ﬂ:—l i %TLE (0; 7).
Whiosek. ctgx=a e x=arcctga+knnrke C.

Przykiad 1. Rozwiaz rOwnanie ctgx= %

Rozwiazanie:

Poniewaictg%zL i %e (0; 1), wiec ctg)c:L ox=2+knrkeC.

/3 /3 3
Odpowiedz: Rozwigzaniami danego réwnania sg liczby x = % + k7, gdzie k € C.

Przykiad 2. Rozwiaz rOwnanie ctg (% + %) =-/3.

Rozwiazanie:
ctg%n:~ﬂ i 27e (0:m).
Stad

ctg(%+§>:—ﬂ 4:»§+§=§n+lm@32£:§+k7t@x=n+2kn, gdzie ke C.

Odpowiedz: Rozwigzaniami tego rownania sa liczby x=(2k + 1) 7, gdzie k€ C.

Nieréwno$ci trygonometryczne

W najprostszej postaci sg to nierOwnosci:
fx)>a lub f(x)<a,
(>) (<)

gdzie fjest jedna z funkcji trygonometrycznych, x oznacza niewiadoma, za$ a — liczbg da-
ng. Nierownosci te nazywamy nieréwnosciami trygonometrycznymi elementarnymi lub
podstawowymi.

249



VI. Funkcije trygonometryczne

Wobec okresowosci funkcji trygonometrycznych rozwigzanie nieréwnosci, podobnie
jak réwnan, wystarczy ograniczy¢ do przedzialu obejmujacego podstawowy okres danej
funkcji. OczywiScie warto przy tym korzysta¢ z wykresu tej funkcji.

Rozwigzywanie nieréwnosci trygonometrycznych oméwimy na konkretnych przykfadach.

Przykiad 1. Rozwiaz nierOwnoS¢ sinx — % <0 w przedziale <O; 27I>.

Y

ro|—

7 27

)
St
B
|

a
(ST
a
<

Ryc. 6.57.

Rozwigzanie:
s PP . . - s . . 1 . .
Nierownos¢ ta jest rownowazna nierownosci sinx < -. Sporzadzajac teraz wykres sinu-

sa w przedziale <0; 27£> oraz rysujgc prosta o rébwnaniu y= %, widzimy, ze zbiorem

rozwigzan danej nieréwnosci jest suma przedzialow <O;%) i (—6— T 27I>, a wigc zbior
n 5.

<O, 'g) U (g T, 27[).

Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan danej nieréwnosci jest zbior <O; %) U (% TT; 270).

Przyklad 2. Rozwiaz nierownosé /3 tgx— 1> 0 w przedziale (0;27).
A

Y

L _ 1

7 Y=5
T 27 o

o ¥ 3 In 2n X
Ryc. 6.58.

Rozwigzanie: !
Dana nier6wno$¢ jest rownowazna nieréwnosci tgx > ﬁ Korzystajac z wykresu tan-
gensa w przedziale <O; 27[), otrzymujemy

1 n 7 3
5 <x<—2— lub gﬂ<x<—2‘7[.
s L D L T 7.3
Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan danej nierdOwnosci jest <E; 5) U <g 5 n) :
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11. Proste réwnania i nierownosci trygonometryczne

ZCosx——l— >L
J2|7 /2

Przykiad 3. Rozwiaz w przedziale <O; 27I> nieréwnosé

Rozwigzanie:
7 wlasnoSci wartoSci bezwzglgdnej wynika, ze

’2cosx—%'>% o (2005x—%<—%>v<2cosx——}z>%> o
o (2 cosx< 0) Vv (2 COSX > %) - (cosx< O) v (cosx> %)

Stad na podstawie wykresu cosinusa w przedziale <O; 27[), wnioskujemy, ze

n .3 7
xe <O,Z)U (7,575) U(Zﬂ,2ﬂ>.
Y
1
= |1
2 y:712r
LN T - 27
of %4 g x
-1
Ryc. 6.59.
S . S, L 1 .3 7
Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan tej nierOWnosci jest <O; Z) U (3; 5 n) U (Z T 271>.

Przyktad 4. Rozwiaz w przedziale <O; %) nierownos¢ ctg4 x> %

Rozwigzanie:
Narysujmy najpierw wykres funkcji y = ctg 4x w przedziale (O; %), oczywiscie otrzy-

mujemy go, zmieniajac w skali % wzgledem osi OX wykres funkcji y = ctgx w przedziale

: . | T T T
(0; ). Todczytujemy, ze ctgdx> 7 eXe <O, E) U (—433).
y |
y=ctgdx
L _1
7 Y=i
——O—————’(_[ T 7_[)——(;_,[ 7 X*
O 7 % T3 3
Ryc. 6.60.

Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan danej nierownosci jest (O; %) U (

L

4’3

T

)
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VI. Funkcje trygonometryczne

%‘% Pytania i zadania

1.

Rozwiagz rownania:

a)cos3x=0; b)sin4x=—2§;

d) Ctg')zc‘:O; f) cos<2x+13r—>:—73;
3 ol

9tef1-3)= 4 ) ctgy -

i) cos% =1L

Rozwigz w przedziale (0; 2JI> nierOwnosci:

a)cosx—%>0; b)/3ctgx—1<0;

. o o]
d) sinx——|<1; e) |2sinx ﬂ'gﬂ
g)tg4x<—i; h) |ctgx| <1
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c) sin (x— Z) =
f) tg3x=-/3;
¢) |cosx| < f

f) |sinx|sinx < %;

2.

2 3



1. Wtasnosci funkcji liniowej i jej wykres

Vil.Funkcja liniowa
1. Wtiasnosci funkcji liniowej i jej wykres

Funkcja liniowa nazywamy funkcje postaci y=ax+b, gdzie a i b s3 danymi liczbami rze- W
czywistymi. v

a nazywa si¢ wspolczynnikiem kierunkowym, b — wyrazem wolnym.

Z okreélenia funkcji liniowej wynika, ze jej warto§¢ y mozna obliczy¢ dla kazdej liczby
rzeczywistej x. Wobec tego przyjmujemy, ze dziedzing funkcji liniowej jest zbior R wszyst-
kich liczb rzeczywistych.

Zauwazmy, ze gdy a =0, to ze wzoru y=ax+b otrzymujemy y=>b dla kazdej liczby
rzeczywistej x. Gdy za§ a#0, to dla dowolnej liczby rzeczywistej y ze wzoru tego

otrzymujemy x= X%b—. Oznacza to, ze zbiorem wartosci funkgji liniowej y = ax+ b jest:
— zbior {b}, gdy a=0,
- zbior R, gdy a # 0.

Udowodnimy teraz twierdzenie ustalajace zwiazek wspotczynnika a z monotoniczno-
Scig funkcji f(x) = ax+b.

_ Twierdzenie
Funkcja liniowa f(x) =ax+b jest:
1. rosnaca, gdy a > 0;
2. malejaca, gdy a < 0;
3. stala, gdy a = 0.
&

(J Dowod. Dla dowolnych liczb rzeczywistych xi,x, mamy
f(x)=f(x2) = (ax,+b) = (ax, +b) =a(x,;—x»).
Niech x,<x,, czyli x,—x,< 0. Wowczas widzimy, ze:

1. jeslia>0, to f(x))—f(x2)=a(x;—x,)<0, skad f(x)<f(x,), co oznacza, ze funk-
cja f(x)=ax+b jest rosngca w zbiorze R;

2. jeslia<0, to f(x))—f(x2)=a(x,—x,)>0, skad f(x,)>f(x,), cooznacza, ze funk-
cja f(x)=ax+b jest malejaca w zbiorze R;

3. jeslia=0, to f(xi))—f(x2)=a(x—x2)=0, czyli f(x))=f(x;), co oznacza, ze
funkcja f(x)=ax+b jeststata. [J

Zbadajmy istnienie miejsc zerowych funkcji liniowej. Jak wiemy, miejsce zerowe funk-
¢ji to taki jej argument, dla ktorego przyjmuje ona wartosc 0.
Zapytajmy zatem, kiedy f(x)=0, gdzie f(x)=ax+b.

1. Gdy a#0,t0o f(x)=0eax+b=0 @x:—% Zatem funkcja liniowa f(x)=ax+b

. .. . T b
ma wtedy jedno miejsce zerowe; jest nim liczba .
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VII.

Funkcja liniowa

2. Gdy a=01ib=0,t0 f(x)=0 dlakazdej liczby rzeczywistej x. Tak wigc w tym wypad-
ku funkcja liniowa f(x)=ax+b ma nieskoficzenie wiele miejsc zerowych.
3. Wreszcie,gdy a=01 b#0, to f(x) # 0dla kazdej liczby rzeczywistej x. Funkcja linio-

wa f(x) = ax+b nie ma wigc miejsc zerowych.
OtrzymaliSmy w ten sposob nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Funkcja liniowa f(x)=ax+b:
- ma jedno miejsce zerowe, rowne = gdya # 0;

- ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych, gdy a =b = 0,
— nie ma miejsc zerowych, gdya=0ib # 0.

Funkcja liniowa byta juz omawiana w gimnazjum. Wiesz, ze jej wykresem jest linia pro-
sta. Wtedy jednak fakt ten podany byl bez dowodu. Obecnie sprobujemy to udowodnic.
Zacznijmy od szczegolnego przypadku funkcji liniowej majacej postaé y = ax. Otrzymu-

jemy jg, gdy b= 0.

Zanim jednak sformutujemy i udowodnimy twierdzenie o jej wykresie, zdefiniujmy kat
nachylenia prostej do osi OX.

@Y !

Katem nachylenia prostej do osi OX nazywamy ten kat migdzy osia OX a dang prosta, kto-

rego rami¢ poczatkowe zawarte jest w osi OX i ma zwrot tej osi, a ramie koficowe zawar-
te w prostej / lezy na plaszczyznie XOY nie nizej niz 0§ OX.

Jesli prosta [ jest rownolegta do osi OX, to méwimy, ze jest nachylona do niej pod ka-

tem 0.
Z definicji tej wynika, ze kat nachylenia prostej do osi OX jest katem z przedzialu
(0% 180°), ‘
v/ I il v} ; v
90 << 180 90°< ar < 180°
0°<a<90°
o R Za a
0 X 0 X 0 X % X
0°<a<90°
4 v v} vt
[ /
a=0° /
a=90° a=90° .
o a a=0 /
0 X 0 X 0 X 0 X
Ryc. 7.1.
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1. Wiasnosci funkcii liniowej i jej wykres

Oto zapowiedziane twierdzenie:

Twierdzenie

Wykresem funkcji y=ax, gdzie x € R, jest prosta przechodzaca przez poczatek ukia-
du XOY i nachylona do osi OX pod takim kagtem «, ze tga=a.

(J Dowod. Niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkt (0, 0) i nachylong do osi OX

pod katem a. Nalezy wykazac, ze:

1. kazdy punkt wykresu funkcji y=ax, to jest zbioru W= {(x; ax); xe R}, lezy na pro-
stej

2. kazdy punkt prostej / nalezy do zbioru W.

Zauwazmy, ze punkt (0, 0) nalezy do wykresu funkcji y=ax (bo 0 =a-0) ioczywiscie
lezy na prostej /. Wezmy wigc dowolny punkt P wykresu funkeji y=ax taki, ze x# 0.
Zatem P=(x,ax) i < XOP jest katem nachylenia prostej OP do osi OX. Z definicji tan-
gensa dowolnego kata mamy:

tg<iXOP=%=a.

A L

ey \
P'(x',ax") \.P'(x',ax')
N\
N\

Ryc. 7.2.

Widzimy wiec, ze tg < XOP nie zalezy od wyboru punktu P, biorac bowiem inny punkt
P wykresu funkcji y =ax, otrzymamy tg <XOP' takze réwny a. Stad wynika, ze katy
<XOP=0a i XOP' sg albo rowne, albo si¢ roznig o 180°. Oznacza to, ze jesli x# 0, to
punkt P = (x;ax) lezy na prostej [.

Wezmy teraz dowolny punkt P = (x,y) prostej /. Je§li x# 0, to oczywiscie < XOP=«
oraz tgo = % Jednakze, z zalozenia tgax=a. Stad a= -3)5, czyli y=ax. Gdy zas x=0,
to rowniez y=0. A poniewaz 0=a-0, wiec punkt (0,0) nalezy do wykresu funkcji
y = ax. Zatem kazdy punkt prostej [ nalezy do wykresu funkeji y = ax. O

Z okreslenia kata nachylenia prostej do osi OX iz wlasnosci tangensa wynika nast¢pu-
jacy wniosek.
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VII. Funkcja liniowa

Whniosek. Prosta bedaca wykresem funkcji y = ax, gdzie x € R, jest nachylona do osi OX
pod katem:

— ostrym wtedy i tylko wtedy, gdy a > 0,

— rozwartym wtedy i tylko wtedy, gdy a < 0.

Ponadto widzimy tez, ze:
1. Prosta bedgca wykresem funkcji y = ax, gdzie x € R, jest rownolegta do osi OX wtedy
i tylko wtedy, gdy a = 0. Prosta ta pokrywa si¢ z osia OX (dlaczego?).
2. Prosta prostopadfa do osi OX nie jest wykresem zadnej funkcji postaci y = ax. (A czy
moze by¢ wykresem jakiejkolwiek funkcji?).
Powr6¢my do funkcji liniowej postaci y=ax+b. Pordéwnujac funkcje y=ax
1 y=ax+b, widzimy, ze wartosci tych funkcji dla tych samych argumentow x roznia sie
0 b. Zatem dla otrzymania wykresu funkcji y=ax+b wystarczy przesuna¢ wykres funk-
cji y=ax wzdluz osi OY o b. Stad wniosek.

Wniosek. Wykresem funkcji y=ax+b, gdy x€&R, jest prosta przecinajgca o§ OY
w punkcie (0,b) i nachylona do osi OX pod takim katem «, ze tgor=a (ryc. 7.3 a, b). Wy-
kresem funkcji statej y=5b (tzn. funkcji liniowej y=ax+b, gdy a=0) jest prosta row-

nolegta do osi OX i przecinajaca 0§ OY w punkcie (0,b) (ryc. 7.3¢).

a) b)
y
y A
y=ax +b, y=ax +b,
gdy a>0 gdy a <0
(0,b) | (0,b)
t : 7
a e \ X - ‘ X
f e N f
c) v .
y=ax+b,
gdy a=0
(0,0)
0 X
Ryc. 7.3.

Wykres funkcji liniowej sporzadzamy zazwyczaj tak, ze znajdujemy jego punkty wspol-
ne z osiami uktadu wsp6irzednych, a nastgpnie prowadzimy przez nie prosta.

b
Dla funkcji y=ax+b, a# 0, sato punkty: A = - 0]i B=(0,b).
Przypomnijmy jeszcze znane ci z gimnazjum pojecie proporcjonalnosci prostej dwoch

wielkosci.
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1. Wiasnosci funkcji liniowej i jej wykres

Dwie wielko$ci zmienne, rozne od zera, nazywamy wielkoSciami wprost proporcjonal-
nymi, gdy ich iloraz (stosunek) jest staly. Jezeli jedna z tych wielkoSci jest zerem, to dru-
ga tez jest zerem.

Zatem
dla x#0,y#0, -
gdy x=0,to y=0

N

czyli y=ax.

Tak wiec kazda funkcja liniowa postaci y = ax okreSla proporcjonalnoS¢ prostg zmien-
nych x iy. Liczb¢ a nazywamy wspoélczynnikiem tej proporcjonalnosci.

Na przykiad obwod kwadratu 4a jest wprost proporcjonalny do dtugoSci a boku
(wspOlczynnik proporcjonalnosci wynosi 4), obwdd kofa 277 jest wprost proporcjonalny
do promienia r (wspolczynnik proporcjonalnosci wynosi 27T).

Na koniec rozwigzemy kilka przyktadow dotyczacych funkcji liniowe;.

Przykiad 1. ZnajdZ wzor funkcji liniowej, ktorej wykresem jest prosta przechodzgca przez
poczatek uktadu wspotrzednych i nachylona do osi OX pod katem a = 60",
Rozwigzanie:

Chodzi o wyznaczenie wspOlczynnika a we wzorze y = ax szukanej funkcji.

Wiemy, 7e a =tga. Ale a=60°, zas tg60°= /3.

Stad a= /3. Zatem szukany wzor to y = /3 x.

Przykiad 2. Znajdz wzor funkceji liniowej, ktorej wykresem jest prosta przechodzgca
przez poczatek ukiadu wspolrzednych i punkt P= (3, - 5).
Rozwigzanie:

Podstawiamy wspoéirzedne punktu P do wzoru y=ax i otrzymujemy rownanie
-5=a'3,skazda:——§-.

. P . 5
Zatem poszukiwany wzOr ma postac: y =— X

Przykiad 3. Napisz wzor funkcji liniowej, ktorej wykresem jest prosta przechodzaca
przez punkt P=(=2,1) inachylona do osi OX pod katem o= 135",
Rozwigzanie: ‘

Nalezy znalez¢ wspoOlczynniki a i b wzoru y =ax+ b poszukiwanej funkcji.

Mamy a=tg135°=tg (180" —45")=—tg45°=—1.

Stad y=—x+b. Podstawiajac do tego wzoru wspolrzedne punktu P, otrzymujemy
rownanie —2 =— 1 +b, skad b=- 1. Zatem funkcja, o ktorg chodzi w zadaniu, okresSlona
jest wzorem: y=—x— L

Przykiad 4. Pod jakim katem nachylona jest do osi OX prosta b¢daca wykresem funkcji
y=- % x—2?
Rozwigzanie:
Prosta ta jest nachylona do osi OX pod takim katem «, ze tgor=— -}3- Stad otrzymujemy

a=150".

Przykiad 5. Narysuj wykres funkcji y=2x— L
a) gdy xER, b) gdy xe <—2;0) U <1;2), c)gdy xe C.
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VII. Funkcja liniowa

Rozwigzanie: Yy
a) Aby poprowadzi¢ prosta, ktora jest wykresem tej

funkcji, wystarczag nam dwa punkty, na przyklad

punkty wspoOlne z osiami uktadu wspotrzednych.

Punkt wspdlny wykresu danej funkcji z osig OX znaj-

dujemy, podstawiajac y=0 do wzoru y=2x-1, P R
z osig OY — podstawiajac do tego wzoru x = 0. o L XV
Wo cza otrzymujemy odpowiednio punkty 2
P:‘ZE’ 03 i 0=(0, - 1)oraz wykres (ryc. 7.4). Q-1
A oto wykres funkcji y=2x— 1 (ryc. 7.5):
b) gdy xe (-2:0)U(1;2),
¢) gdyxe C. Ryc. 7.4.
Y v 5!
4,,
3 34
2 2
1 14
X
N T 2 -1 o 1 2 3
-1 -1
-2 -
-3 -3
-4 -4
-5 -5
Ryc. 7.5.

Przyklad 6. Dla jakiej najwickszej i jakiej najmniejszej wartoSci b prosta bedgca wykre-
sem funkcji y=— éx+ b ma przynajmniej jeden punkt wspolny z trojkatem ABC gdy:
A=(3,0), B=(5,4), C=(0,2)?
Rozwigzanie:
Narysujmy na plaszczyznie wspoirzednych trojkat ABC oraz wykres funkeji y =— % X.
Przygladajac si¢ temu rysunkowi (ryc. 7.6), widzimy, ze wykres funkcji y=— %x+ b
bedzie miat przynajmniej jeden punkt wspolny z trojkatem ABC wtedy i tylko wtedy, gdy

258



1. Wiasnosci funkcii liniowej i jej wykres

bedzie si¢ znajdowal w pasie ograniczonym y
prostymi k i [ réwnoleglymi do wykresu

=
~

funkcji y=— %x i przechodzacymi przez
wierzchotki 4 i B tego trojkata.

3
Rownania prostych k& 1 [ otrzymamy, 4+ P
podstawiajac do wzoru y=-— % x+b wspol- » /
rzedne odpowiednio punkt(')w\A 1 B: k 2.-C

0=-13+b, skad b=1, 1\
- /A

oraz » ; -
4:—%~5+b, skad bzg.

Zatem wykres funkcji y=— % x+bmaco
najmniej jeden punkt wspdlny z trojkatem
ABC, gdy b e <1; % . Wobec tego najmniej-
szg z szukanych wartosci b jest 1, a najwicksza %

Przykiad 7. Samochod cigzarowy, jadac ze $rednig predkoscia 60 km/h, po przebyciu
100 km zatrzymat si¢ na 15 minut. Nastepnie po 40 minutach jazdy znowu zatrzymat si¢
na 0,5 godziny, by po przejechaniu bez przerwy jeszcze 120 km zakonczy¢ podroz. Zapisz
wzorem droge tego samochodu jako funkcje czasu oraz oblicz, jak dlugo trwata podr6z
i ile kilometrow liczyta cata trasa.

Rozwigzanie:

Z tresci zadania wynika, ze samochod jechal w ciagu cale] podrozy przez i, % P2 go-
dziny z dwiema przerwami trwajacymi odpowiednio % i — godziny. Ze znanego wzoru na
droge w ruchu jednostajnym otrzymujemy zadany wzor funkcp, mianowicie:

253
801, gdy te {E’Z’ 2},
s(t) =
11
0, gdy te {Z’ 2}
Aby obliczy¢, ile czasu trwala podrc’)i, wystarczy doda¢ do siebie utamki %, %, %, % 1 % )

Otrzymujemy sume Lyl + + = =4 é

Natomiast drogg, ktorq przebyi ten samochod, otrzymamy, obliczajqc sume wartosci
funkcji S, gdy re {3 Z 2}, czyli sum¢ 80-= + 80 - = + 80-== (% + % + %)80 =
=80 (12+—+ ) 80- 4 =20 4—1_820_273-

Samochod ten przejechat 273 ; km w ciggu 4 g godziny.

Pytania i zadania %

1. Co to jest funkcja liniowa? Okresl jej dziedzing i zbior wartosci.
2. Omoéw monotoniczno$¢ funkeji liniowey.
3. Co to jest kat nachylenia prostej do osi OX?
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VII. Funkcja liniowa

4. Czym jest wykres funkcji liniowej?

5. Co to jest wspOfczynnik kierunkowy i jaki jest jego zwiazek z wykresem funkcji li-
niowej?

6. Narysuj wykresy funkcji:

a)y=—-3x+1; b)y:%x+l; c)y:%x—

2=

7. Narysuj wykresy funkcji:

x=2, gdy x<-3
-2x+1, gdy —3<x<0
x+1, gdy O<x<2
3x, gdy x>2.

2x—1, gdy x<-2
a) f)=+-x-7, gdy —-2<x<2 b) f(x) =
-2x-5, gdy x>2;

8. Dla jakiej warto$ci a wykres funkeji y=ax+ 3 przechodzi przez punkt P= (% 3)?

9. Czy mozna tak dobra¢ wspolczynnik a, aby wykresem funkcji y=ax+b byla prosta
rownolegta do osi OY?
10. Napisz wzor funkgji liniowej, ktorej wykresem jest prosta nachylona do osi OX pod
wskazanym ponizej katem « i przecinajaca o§ OY w punkcie (0,b):
a)ya=30", b=—/3; b)a=120", b=2.
11. Znajdz miejsca zerowe funkcji:
-2x+1, gdy x<o0

a)y:—%x+§; b)y=2,/3x-/3; ) =1 $x—1, gdy 0<x<2
x—4, gdy x>2.

12. Dla jakiej najmniejszej i dla jakiej najwigkszej wartosci b wykres funkcji y=—3x+b
ma co najmniej jeden punkt wspdlny z prostokatem
ABCD, gdzie A=(-1;-1), B=(3; - 1), C=(3; 2),
D=(-1;2)?

13. Jakie warunki muszg spetnia¢ wspotczynniki a,, a,,
b\, b, funkcji y=a,x+b,1 y=a,x+b,, aby wy- 0
kresy tych funkcji: P

a) byly do siebie rownolegte,

b) byly do siebie prostopadle, 9 X
¢) przecinaly si¢ na osi OY, oy
d) przecinaly si¢ na osi OX?
14. Wykresy funkcji y=ax+b i y=cx+d przedsta-
wia rycina 7.7.
Okresl znak iloczynu a-b-c-d .
15".Udowodnij, ze jezeli wykresy funkcji y=ax+b, y=bx+c, y=cx+a majg punkt
wspolny, toa=b=c.
16".Znajdz wzor funkcji liniowej f: R — R, aby dla kazdej liczby rzeczywistej x spefnio-
ne byly rownosci f(3x) =3f(x) =2 1 f(x+3)=f0)+9.
17" Funkcja liniowa f (x)=ax+b spetnia warunki f(2001)>2001 i f(2003) >2003.
Udowodnij, ze f(2002) > 2002.

Ryc. 7.7.
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2. Roéwnanie i nierownos¢ liniowa z jedng niewiadomg

2. Rownanie i nierownosé liniowa z jedng niewiadoma
Rownanie liniowe z jedng niewiadoma

Chcac znalez¢ miejsca zerowe funkcji liniowej f(x) = ax+ b, nalezato rozwigza¢ réw-
nanie ax+b=0.

Kazde réwnanie postaci
(%) ax+b=0,

w ktorym x jest niewiadoma, za$ a i b sa danymi liczbami, nazywamy rOwnaniem liniowym
z jedna niewiadoma x.

o

Jezeli a#0,t0 ax+b=0sax=—bex=- g; zatem w tym wypadku réwnanie (*)
ma jedno rozwigzanie: x,=-— %‘

Jezeli a=0 1 b=0, to robwnanie (*) ma posta¢ 0-x+ 0 =0 ispelnia je kazda liczba
rzeczywista. RoOwnanie () jest wigc tozsamosciowe.

Gdyza$s a=0 1 b#0, to rownanie (*) przybiera posta¢ 0-x+b=0 i nie spelnia go
zadna liczba rzeczywista. ROwnanie (*) jest w tym wypadku réwnaniem sprzecznym. Po-
nizej przedstawiamy interpretacj¢ geometryczng kazdego z rozwazanych wypadkow.

A A A

Y Y Y
y=ax+b y=0x+b
0 b#0
af b>0 f
a>0 y=0x+0
‘Z_ 0] X‘ o XV o X‘
Ryc. 7.8.

Zanim przejdziemy do rozwigzywania rOwnan liniowych, przypomnijmy sobie ogdlne
wiadomosci o rownaniach.

Rozwiazaniem (albo pierwiastkiem) rownania z jedna niewiadoma nazywamy kazda licz-
be spelniajgcg to rownanie.

N
—
o

Jezeli robwnanie spelnia kazda liczba ze zbioru A, w ktorym ma ono sens, to nazywamy
je rownaniem tozsamos$ciowym w zbiorze A.

Na przyktad:
— réwnanie 2 (x+2)=2x+ 4 jest tozsamosciowe w zbiorze R,
. .1 1 1 . . L . N .
— rdwnanie p + e + o 1 jest tozsamoSciowe w zbiorze wszystkich liczb rzeczywi-
X .

stych roznych od zera.
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Rownanie postaci x = a, gdzie a jest liczba, nazywamy elementarnym.

Dwa rownania nazywamy rownowaznymi w zbiorze 4, gdy ten sam podzbior zbioru A4 jest
zbiorem rozwigzan kazdego z tych réwnan.

Na przyktad:
— réwnania (x— 1)(x+ 1) = (x+1)*=2 i —2x— 2 = 2 s3 rownowazne w zbiorze R,
2

— rOwnania =3ix —1=3sg rownowazne w zbiorze liczb rzeczywistych roznych od —1.

Rozwigzujgc rownanie, ktore nie jest tozsamosciowe, przeksztalcamy je dopoty, dopo-
ki ostatecznie nie doprowadzimy go do réwnania elementarnego. Przechodzimy przy tym
od danego rownania do kolejnych réwnan jemu rownowaznych, opierajac si¢ na nastepu-
jacych twierdzeniach.

Twierdzenie 1.
Jezeli wystepujace w danym réwnaniu wyrazenia zastapimy wyrazeniami im rownymi,
lub jezeli do obu stron réwnania dodamy t¢ sama liczbe albo to samo wyrazenie, to otrzy-
mamy réwnanie rownowazne danemu.

Twierdzenie 2.
Jezeli obie strony rownania pomnozymy badZ podzielimy przez liczbg r6zng od zera
lub wyrazenie nie przyjmujace warto§ci zero, to otrzymamy rownanie rownowazne da-
nemu.

\ J

Przystapmy do rozwiazywania roOwnan.

Przykliad 1. Rozwiaz rOwnanie
2+ 3)+ (x+ D(x=2)=«—D(3x+2).

Rozwigzanie:
Przeksztalcamy dane réwnanie, i otrzymujemy kolejno rownowazne jemu roOwnania:
(2% +6x) + (x?— 2x+x—2) =3x’+ 2x— 3x— 2, (zastapiliémy wyrazenia po obu stro-

Al Sx—2 =3 —x— 2, nach roOwnania wyrazeniami im row-

nymi)

37+ 5x— 3 +x=—2+42, (do obu stren rownania dodajemy
—3x*+x)

6x=0, (obie strony réwnania dzielimy przez 6)

Otrzymujemy x= 0.
Odpowiedz: Rozwigzaniem danego rownania jest liczba 0.

Dla sprawdzenia, czy nie popelnilismy bledow rachunkowych, podstawiamy otrzyma-
na liczbe do kazdej ze stron wyjSciowego rownania, by si¢ przekonad, ze 0 jest rzeczywi-
$cie jego rozwigzaniem.
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2. Réwnanie i nierownos¢ liniowa z jedng niewiadoma

Mamy:
L=2-0-0+3)+(0+1)(0-2)=0+1-(2)=-2,
P=(0—-1)(3-0+2)=-1-2=-2,

wiec istotnie L = P.

Przyklad 2. Rozwiaz rOwnanie

-1 13-x_7x  11(x+3)
5 7 73 6

Rozwigzanie:
Mnozymy obie strony rownania przez NWW (2, 3,5, 6), a wigc przez liczbe 30. Otrzy-
mujemy roOwnanie
6(3x—1)-15(13-x) =10 -7x—5 11(x+3),
ktore dalej przeksztalcamy w znany sposob. Dostajemy kolejno rownowazne rownania.
18x— 6 — (195 — 15x) = 70x— (55x + 165),
18— 6— 195+ 15x=70x— 55x— 165,
33x-201=15x— 165,
33x - 15x =201 - 165,
18x =36,
x=2.

Odpowiedz: Rozwiazaniem danego rownania jest liczba 2.
Dla pewnosci sprawdzamy:

3-2-1 13-2 11 9
L= 1272
P:7'2—11'(2+3):E—£:—8—§:—-2—7:——9—,
3 6 3 6 6 6 6 2
Jestwiec L =P.
Rownania liniowe z parametrem
[Parametrami w rownaniach nazywamy litery oznaczajace wielkosci dane. J
Przykiad 1. Rozwiaz rOwnanie
(+) 2m)§— 1_ x—6 m
Rozwigzanie:
Rownanie to jest rownowazne kolejno rownaniom:
2(2mx—1)=x—m, (pomnozyliSmy obie strony réwnania (=) przez 6,
dmx—4 =x—m, wyrazenie po lewej stronie rownania zastapiliSmy wyraze-
dmx—-x=4-m, niem jemu rownym, do obu stron réwnania dodaliSmy
(4m—1)x=4-m, —x+ 4, wylaczyliSmy x poza nawias)
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VII. Funkcija liniowa

2-m
dm—-1

Jeslidm—1#0,czyli m#L, to (dm—-1Dx=2-mox=
zy 4

Gdy zaS§ 4m -1 =0, czyli mzi, to
(4m — 1)x:4—m@0~x:l45—.

Ostatnie rOwnanie jest oczywiscie sprzeczne.
Odpowiedz: Dane rOwnanie:

. . . 2-m

a) ma jedno rozwigzanie: x= ) 1
m—

. . o . . 1

b) nie ma rozwiazania (jest rownaniem sprzecznym), gdy m = T

1-
, gdy m# o

Przyktad 2. Rozwigz réwnanie
(a+x—b)a-b-x)=(a*-x)(b*+x)—a’b*.
Rozwigzanie:
Przeksztalcajac to rownanie, otrzymujemy kolejno rownowazne réwnania:
((a=b)+x)((a=b)—x)=(a’—x)(b*+x) —a’b*,
(a=b)y’—x*=a’b*+a*x—b’x—x>-a’b>,
(@=b)*=(a*-bx,
(a=b)a+b)x=(a-b).
Jezeli a#b i a#—b,to (a—b)a+b)x=(a—b)* o x= Z;Z.

Gdy a#bia=-b,t0 (a—b)a+b)x=(a—b)*= 0 -x=4a’.

Tego rOwnania nie spetnia zadna liczba rzeczywista, gdyz a # 0 (co wynika z przyjetych
w tym przypadku zafozen).

Gdy wreszcie a=b, to (a—b)(a+b)x=(a—b)*= 0-x=0.

Rownanie to spelnia kazda liczba rzeczywista, jest wigc ono roGwnaniem tozsamoscio-
wym.
Odpowiedz: Dane rownanie:

. . . a-b
a) ma jedno rozwigzanie: x= Py gdy |a| # |b| ;
b) jest sprzeczne, gdy a=—b i b#0;
¢) jest rownaniem tozsamos$ciowym, gdy a = b.

Nierownos¢ liniowa z jedng niewiadoma

Badanie znaku funkcji liniowej y=ax+b prowadzi do rozwigzania nieréwnosSci
ax+b>0 albo ax+b<0.

.

Vs

Kazda nierdwnos$¢ postaci
ax+b >0 albo ax+b <0,
(>) (<)
w ktorej x jest niewiadoma, za$ a i b sa danymi liczbami, nazywamy nieréwnoscig linio-
w3 z jedng niewiadomg x.

J
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2. Rownanie i nierdwno$¢ liniowa z jedng niewiadoma

Oto proste przykiady:

nierOwnos¢ rozwigzanie zbidr rozwigzan
1. 3x-1>0, 3-150e 3> 1ex>g, <%;+oo>.
2. —3x+320, ~lx+3306-3x>-3ex<6, (—o0;6).
3. 2+ 1<0, 20+1<0 o <=1 ex<—1, (—oo;—%).
4. -/2x+3/2<0, -/2x+3/2<0e—/2x<-3/2 ox=3, (3;+00)

Powrdémy do nieréwnoscei liniowych w ogdlnej postaci.

Jesli a =0, to nierownos¢ liniowa jest:

— albo tozsamosciowa (tzn. zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej), na przykiad:

0x+1>0,0:x+2>0,0-x-3<0,0-x~

1 <0;

— albo sprzeczna (tzn. nie spelnia jej zadna liczba rzeczywista), na przyktad:
0x=1>0,0x-220,0x+,/2<0,0-x+%<0.
Jezelia # 0, to zbiorem rozwigzan nieréwnosci liniowej jest jeden z przedzialow:

byt o) [

w zaleznoSci od tego, czy nierdwnos¢ jest ostra (<, >), czy nieostra (<, ). Oto interpreta-

cja geometryczna takich nierownoSci:

ax+b<0

Ryc. 7.9.

Przed przystapieniem do rozwiazywania nieréwnosci powtérzmy sobie ogolne wiado-

moSsci 0 nierownosciach.

Zbiorem rozwiazah nierownosci z jedna niewiadoma nazywamy zbior wszystkich liczb

spetniajacych te nier6wnosc.

Jezeli nierowno$¢ spelniona jest przez kazda liczbe ze zbioru A, w ktorym ma ona sens,

to nazywamy ja tozsamosSciowa w zbiorze A4.
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Na przyktad:
— nier6wnos$¢ 3 (x+2) > 3x+ | jest tozsamosciowa w zbiorze R,
— nier6wnoé¢ x’+ 1 > 1 jest tozsamosciowa w zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych roz-
nych od zera.

Nieréwnos$ci postaci x>a, x>a, x<a, x<a, gdzie a jest liczba, nazywamy ele-
mentarnymi.

Dwie nierowno$ci nazywamy rownowaznymi w zbiorze A, gdy ten sam podzbior zbioru
A jest zbiorem rozwiazan kazdej z tych nieréwnosci.

Na przyktad:

— nieréwnosci 3(x— 1)+ 1 <—x+2 1 4x< 4 sg rownowazne w zbiorze R;

2 2
— nierdwnosci XTH >2 i (x—1) >0 sarownowazne w zbiorze liczb rzeczywistych
dodatnich;
— nieréwnosci |1 —2x|<2 i 1—2x<2 sa rownowazne w przedziale (—oo;% .

Nierownosci rozwiazujemy, przeksztalcajac je (podobnie jak rownania) dopoty, dopo-
ki ostatecznie nie doprowadzimy ich do nieréwnosci elementarnych. Przechodzac przy
tym od danej nierownosci do kolejnych nieroéwnosci jej rownowaznych, korzystamy z na-
stepujacych twierdzen.

A

Twierdzenie 1.
Jezeli wystepujace w danej nier6wnosci wyrazenia zastapimy wyrazeniami im rownymi
lub jezeli do obu stron nieréwnosci dodamy t¢ sama liczbg albo to samo wyrazenie, to
otrzymamy nieré6wno$¢ rownowazna danej.

.

Twierdzenie 2.

Jezeli obie strony nieréwnosci pomnozymy lub podzielimy przez t¢ sama liczb¢ dodatnia,
to otrzymamy nieré6wno$¢ rownowazng o tym samym zZwrocie.

|

Twierdzenie 3.

Jezeli obie strony nieréwnosci pomnozymy lub podzielimy przez t¢ sama liczb¢ ujemna,
to otrzymamy niero6wnoS¢ rOwnowazng o zwrocie przeciwnym.

PrzejdZzmy teraz do rozwigzywania nieré6wnosci.

Przykiad 1. Rozwigz nierownosc

x+2 5 3x—-4
(%) +=> .
3 6 2
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2. Rownanie i nierowno$é liniowa z jedng niewiadoma

Rozwigzanie:
Nieréwno$é ta jest rownowazna kolejno nierownos$ciom:

2(x+2)+5>303x—4), (pomnozyliémy obie strony nieréwnosci (x) przez 6)

2x+4+5>9%x—12, (wykonali$my wskazane dziatania)
2x+9>9%x—-12,

-9 >-12-9,

-Tx>-21, (podzielilismy obie strony nieréwnosci przez —7)
x< 3.

Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan danej nieréwnosci jest przedzial (—00:3).
Przykiad 2. Rozwiaz nier6wnoS¢
x=J3
/3-2
Rozwiazanie:
Mnozymy obie strony danej nieréwnoSci przez liczbe /3 -2 (ujemna!) i otrzymu-
jemy nierownos¢ x— /3 < (/3 -2)x, réwnowazna wyjsciowe;.
Przeksztalcajac dalej te nierownosé, otrzymujemy kolejno rownowazne nieréwnosci:

—/§<<\/F3—2>x—x,
-/3<(/3-3)x,
-/3<=(3-/3)x.
-/3<=/3(/3-1)x,
\/g(ﬁ— l)x</§,
1
J3-1
J3+1

(B-1(3+1)

J3+1

3-17

X<

X<

X<

1+
2

Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest przedzial (—oo;

b=

X<

Przyklad 3. Rozwiaz nier6wnos¢

(r=3)(x+3)=(2x—1)*<x(6 -3 —9.
Rozwigzanie:

Przeksztalcamy dana nierownosé, stosujac wzory skréconego mnozenia oraz wykonujac
dziatania prowadzace do nierownosci rownowaznych. Otrzymujemy kolejno nierdwnosci:
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X*=9— (4" —4dx+ 1) <6x—3x*-9,
xXP=9—4x’+4x— 1 <6x—-3x’-9,
—3xi+4x—-10<6r—3x2-9,
=3+ - 6x+ 3’ < -9+ 10,
-2 <1,

oL
Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan nierdwnosci jest przedzial —%; +00).

Przykiad 4. Dla jakich m rownanie 2x—m =3 (m — 1) —x ma rozwiazanie w przedziale
(1; + 00)?

Rozwigzanie:

Mamy:

X-m=3m-1)-xe x+x=3m—-3+mex=4m-3 ox= 4m3- 3.

Znalezione rozwigzanie bedzie rozwigzaniem tego réwnania w przedziale (1; + oo)
wtedy i tylko wtedy, gdy dm =3 > 1L

Rozwigzujac te nierdbwnos¢, otrzymujemy m > o

Odpowiedz: Dane rownanie ma rozwiazanie w przedziale (1;+ o0), gdy m € (2, + oo).

Uktad nierownosci liniowych z jedng niewiadoma

Uktad nieréwnoSci to inaczej koniunkcja nierownosci. Mogg w nim wystepowac dwie
lub wigcej nierdwnosci.

Zbiorem rozwiagzan ukladu nierdwnosci jest czg$¢ wspolna zbiordw rozwigzan kazdej
z nierownosci ukfadu. Aby bylo nam fatwiej wyznaczy¢ owa cz¢$¢ wspolng, bedziemy zbio-
ry rozwigzan nierownosci ukladu przedstawiac na osi liczbowe;j.

Czasami uktad nieréwnosci:

gl <h(x)

zapisany bywa w postaci tak zwanej nieréwnosci podwojnej f(x) < g(x) < h(x).

{f(x) <gl)

Przyklad 1. Rozwiaz uktad nieréwnosSci
x+D*+7>x-4)?
(1420 +3x2< = 1) +7.

Rozwigzanie:
Mamy kolejno:
e+ 1)+ 7> (x—4)’ X+ 2+ 1+ 7 >x%— 8+ 16
=4 =4
(1+20) +3c2< (= 1°+7 |1+ 20+x2+ 302 < dx?— dx+ 1 +7
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2. Rownanie i nierowno$¢ liniowa z jedng niewiadomg

4
lx>8 [¥”3% 7 .
=1 4 4 7
<7 el ot
o
Ryc. 7.10.

Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan ukladu nieréwnosci jest przedziat (%; %)

Przykiad 2. Rozwiaz uklad nieréwnosci

7—_@+12<8x;1—10x

3x—4>x—1_5x—3
5 6 8

8+

Rozwigzanie:
Mnozymy obie strony pierwszej nieréwnosci przez 6, a drugiej przez 120.
Otrzymujemy kolejno:
3(7-60)+72<2(8+1)—60x
960 + 24 (3x—4) > 20 (x— 1)~ 15(5x=3) *

21 — 18+ 72 < 165+ 2 — 60x
©1960 + 72— 96 > 20x— 20 — T3¢+ 45

— 18— 16x+ 60xr<2—72-21
S V720 — 206+ TS5x>— 20 + 45 + 96 — 960

7
260<-91  [F5772
Tlme-839 7 839 -5 -7
127 Ryc. 7.11.
e L o P . 839 7
Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan uktadu nieréwnosci jest przedzial 127 3)

Przyktad 3. Rozwiaz nierdwnos$¢ podwojna
20— 1D <3x—-1)<4x—1).
Rozwigzanie:
Nieréwnos¢ ta to uktad nieréwnosci

20— 1 <3kx-1)
{S(x— D<4x—-1).
Jest on rownowazny kolejno uktadom:
JZx—2<3x—3
|3x—3<4x—4,
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VII. Funkcja liniowa

2x—3x<—3+2
x—4x<—4+3,
—x<—1
—x<—1,

czyli nierdwnosci x> 1.
Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan danej nierdwnosci jest przedziat (1; + oo).

\’i’;j\% Pytania i zadania

1. Co to jest rownanie liniowe, nieréwnos¢ liniowa z jedng niewiadomg?

2. Jakie dwa rownania (dwie nieréwnosci) liniowe nazywamy réwnowaznymi? Podaj
przyktady takich rOwnan i nieréwnosci.

3. Rozwigz rownania:

Tx+4  3x—-5 O Xx=2_, -5,
a)S—x—z,b)x5—33,

2
c)6(x2+x+ D=x+D'-x-1)° d)(3x2— 1) —(x—2)2:§(x— D(x+1);
e)(x—2)(x+2)=2(x+ 1)’ —(x—=3)*=17.
4. Rozwigz nierOwnosci:
X 2-x _ 5 _30=-x0_,_x+1.
a)T—T>x+I, b)2x 7 <1 7
3-x X . 9-"Tx _1=-x.
c)x+2- 5 >— 5 2 d)————3 tlsx-"57;
e)(1+x)°+ 3> (2x— 1)°+6; f) =3+ 3x— D(3x+ 1) - 5x+3<x’—2.
5. Rozwiaz uktady nieréwnosci:
) 3+50<Tx+4 b) 4+ 1) =2(x—-2)"> 2+ 12
a
3(x—=2)>4x-9; C+ 1D +5<a—-4)%
3 2+
25 < 3x 20022+ 4 < (x+2) + (et 1)?
% xH2 x4 9 T+ 2 o222
3 2 6
6. Rozwigz nierOwnosci podwojne:
)2+ 1) <30+ 1) <4+ 1); b) (- 1)’< (x-2)° < (x—3)°;
c)x;3—1>5x+2>x+3—1.
7. Dla jakich wartoSci m liczba 1 jest rozwigzaniem rownania?
26x X m 3
—+4=2{m+=|; b)—(l-x)=1+=x;
a) 3 (m 3), )2( Xx) IRE
€)3(2x+m)(3x+2)—2(3x+1)*=43; d)5(m+3x)(x+1)—4(1+4x)2=80.
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8. Ktore z ponizszych rownan jest tozsamosciowe, a ktore jest sprzeczne?

a)% - 4;x —x= 1+ 3. by Sed (- 1)%= (0t 2)(x—2)+3x+ 5.

9. Rozwigz rownania, w ktorych a jest parametrem:
a)(x+2)(a-1)+1=a?% b)(a—2)(x—1)=a% c)a*x=akx+2)-2;
d) (x+2)(x+a)=(x+1)% e)a'x—akx+1)=6x-3  {)x+2=|a|(x+2|a).

10. Dla jakich wartoSci a i b réwnanie
a—-b x—2abb—a) 2
+b at+b b—a
11. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie 2x— 5m=3(m+ 1) — 6x ma rozwigza-

(ax—a)+b(x—b))=

jest tozsamoSciowe?

2

12. Dla jakich wartosci parametru m rOwnanie 1—

nie w przedziale (—oo; —§>?
3m—x _x-9m _3x—1
2 10 5

ma roz-
wigzanie w przedziale <— 1;2)?

13. Dla jakich a zbior rozwigzaf nierownosci (ax—1)*> (ax+2)* jest przedzialem
(]; + oo)?

3. Zadania prowadzace do rownan i nierownosci liniowych
z jedng niewiadoma

Obecnie zajmiemy si¢ rozwigzywaniem zadan powszechnie zwanych zadaniami z tre-
Scig. Prowadza one zazwyczaj do rownan lub nieréwnosci, ukladanych przede wszystkim
na podstawie analizy treSci zadania.

Przyktad 1. Cegla wazy 1 kg ijeszcze pot cegly. Ile wazy ta cegla?
Rozwigzanie:

Oznaczmy nieznang nam wage cegly przez x. Z tresci zadania wynika, ze ta sama ce-
glawazy 1+ %x. Stad dochodzimy do rOwnania x=1+ %x, ktorego rozwigzaniem jest
liczba 2. 1 sprawdzamy, ze istotnie 2 = 1 + % 2.

Odpowiedz: Cegta wazy 2 kg.

Przykiad 2. Ile soli nalezy dodaé¢ do 400 g jednoprocentowego roztworu, aby otrzymac
10% roztwor tej soli?
Rozwigzanie:

W 400 g jednoprocentowego roztworu tej soli znajduje si¢, oczywiscie ﬁ -400g=4¢g
czystej soli. Zatozmy, ze aby otrzymac z tego roztworu roztwor 10%, nalezy doda¢ x gra-
mow soli.

Zatem:

400 +x — tyle gramOw wazy otrzymany roztwor, %006 (400 +x) — tyle gramow soli jest
W tym roztworze.
Wobec tego otrzymujemy rownanie

20400 +x) = 4 +x.
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Stad kolejno
400 +x=40+ 10x,
9% =360,
x=40.
Odpowiedz: Aby otrzymac roztwor 10% nalezy doda¢ do danego roztworu 40 g soli.

Przyklad 3. (Starozytne zadanie chinskie). W ogrodzie mandaryna biegaly bazanty i kro-
liki. Mialy one razem 35 glow, a ndg 94. Ile tam byto bazantow, a ile krolikow?
Rozwiazanie:

Oznaczmy liczbe biegajacych w tym ogrodzie krolikow przez x. Wobec tego bazantow
tam byto 35 —x (kazde z tych zwierzat ma jedna glowe, a gtow byto 35).

Kazdy krélik ma 4 nogi, a bazant 2. W takim razie krdliczych ndg tam byto 4x, a bazan-
cich 2 (35 —x). A poniewaz biegajace w tym ogrodzie bazanty i kréliki miaty razem 94 no-
gi, wicc mamy rOwnanie

4x+2(35-x) =94.

Stad

2x+35—-x=47 ox=12, zaS 35-x=23.

I rzeczywiScie 12 +23 =35 oraz 4-12+2-23=94.

Odpowiedz: W ogrodzie tym biegato 12 krolikow i 23 bazanty.

Przyklad 4. Wedtug podania stawny grecki matematyk i filozof Pitagoras z Samos, zyja-
cyw VI1iV wieku p.n.e., zalozyciel stynnej szkoly filozoficznej, na pytanie o liczbe swoich
uczniow odpowiedzial taka oto zagadka: ,,Polowa moich ucznidow studiuje matematyke,
czwarta cze¢$¢ uprawia muzyke, sibdma czg¢sS¢ ¢wiczy si¢ w sztuce milczenia i s3 jeszcze
3 kobiety”. Ile 0sob liczyla szkota Pitagorasa?
Rozwigzanie:

Nie wiemy, ile 0sob liczyta owa szkota, wiec t¢ szukang liczbg oznaczmy przez x. Wow-
czas z tresci zadania otrzymujemy, Ze uczniow:

- studiujacych matematyke jest % X,
— uprawiajgcych muzyke jest % X,
— ¢wiczgcych si¢ w sztuce milczenia jest -;— X.
A poniewaz oprocz nich w szkole tej sg jeszcze 3 kobiety, wiec ostatecznie otrzymuje-
my rOwnanie

1 1 1
—x+—-x+-x+3=x.
x+ox 7x3x

2
Stad

4 7 4\
x~<£+g+%>x—3,
3
2—8)(—3,
x=28.

I sprawdzamy, ze istotnie
S 28+ 28+2-28+3=14+7+4+3=28
Odpowiedz: Szkota Pitagorasa liczyta 28 0sob.
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3. Zadania prowadzace do réwnan i nierdwnosci liniowych z jedng niewiadoma

Przyktad 5°. Pitka futbolowa uszyta jest z 32 szeSciokatnych i pie-
ciokatnych fatek. Kazdy szesciokat jest bialy i graniczy z trzema in-
nymi sze$ciokgtami oraz z trzema pig¢ciokatami, ktore sg czarne.
Kazdy pigciokat graniczy tylko z szeSciokatami. Z ilu tatek kazde-
go rodzaju uszyta jest ta pitka?
Rozwigzanie:
Przyjmijmy, ze biatych tatek na tej pitce jest x. Wobec tego gra-
nic mi¢dzy biatymi i czarnymi tatkami jest 3x, gdyz kazda fatka Ryc 7.12.
biala graniczy z trzema latkami czarnymi. Czarnych fatek na tej
pitfce mamy 32 —x (bo wszystkich jest 32) i kazda z nich graniczy z pigcioma biatymi. Stad
wynika rownanie 5(32 —x) = 3x, ktdrego rozwigzaniem jest x = 20.
Odpowiedz: Pitka futbolowa uszyta jest z 20 bialych tatek szesciokatnych iz 12 czarnych
tatek pigciokatnych.

Przyklad 6. Ojciec postanowit podzieli¢ swoj majatek pomiedzy swoich synow. Najstar-
szemu z nich dat 1000 zt i % pozostalej czesci majatku, drugi syn otrzymat 2000 z1 i % no-
wej pozostalej cze$ci majatku, trzeciemu z nich przypadio 3000 zt i Tlﬁ tego, co jeszcze
pozostalo itd. W ten sposob kazdy z synow otrzymat tyle samo pieniedzy. Oblicz, ile pie-
ni¢dzy bylo do podziatu, ilu byto synéw i po ile ztotych przypadio kazdemu z nich?
Rozwiagzanie:

Przyjmijmy, ze do podziatu bylo x zlotych. Zgodnie z treScig zadania:

— najstarszemu z synow przypadio 1000 + % (x—=1000) zt,

- drugiemu z nich 2000+ - (% x— 2900) 2,
a poniewaz kazdy z nich (oraz pozostali synowie) otrzymat tyle samo pienigdzy, stgd row-
nanie
! - (2,
1000 + E(x— 1000)=2000 + " <10 X 2900).
Rozwigzujac to rdwnanie, otrzymujemy kolejno rownowazne jemu rownania:

1 _ I
L (= 1000) = 1000 + m(

=S

oX~ 2900),

x=1000 = 10000 + 5 x = 2900,
x= 55 x= 11000 - 2900,

9 J—
(1—1—5>X—81OO,

& x=8100
1 ostatecznie x=81000.
Odpowiedz: Najstarszy z synow (i kazdy z pozostatych) otrzymat

1000 + 7 - 8000 = 9000 z,
aw podziale catej kwoty 81000 zt wzigto udziat 81000 : 9000 = 9 synow.
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Przyktad 7. Jezeli do szukanej liczby dodamy 4, to otrzymamy liczbe wigkszg od potrojo-
nej liczby szukanej. Podaj liczbe szukana.
Rozwigzanie:

Niech x oznacza szukang liczbe. Po dodaniu do niej 4 otrzymamy liczbe x + 4, za$ po-
trojona liczba szukana to 3x. Z tresci zadania wynika nierowno$¢ x+ 4 > 3x, ktorej rozwig-
zaniem jest x < 2.

Odpowiedz: Szukana liczbg jest kazda mniejsza od 2.

Przyktad 8. Aleksander Wielki zmart w kwiecie wieku. Gdyby zyt o 5 lat krocej, to pano-
walby % swego zycia. Gdyby za$ zyt o 9 lat dluzej, to panowatby % swego zycia. Ile lat zyl,
a ile panowal Aleksander Wielki?
Rozwigzanie:

Wiemy, ze Aleksander Wielki panowat do kofica swoich dni. Niech x oznacza liczbg lat
zycia Aleksandra Wielkiego. Z tresci zadania wynika, ze % (x—5) to liczba lat panowania

Aleksandra Wielkiego, gdyby zyt o 5 lat krocej, a %(x +9) jest liczba lat jego panowania,
gdyby zyt 0 9 lat diuze;j.
Faktyczng liczbe lat panowania Aleksandra Wielkiego mozemy wigc oznaczy¢ dwojako:

T=5+5 i 3&+9)-9.
Stad rownanie
T=5+5=3(x+9)-9,

ktorego rozwigzaniem jest x = 33.
I sprawdzamy, ze

1(33-5)+5=4.28+45=7+5=12=5(33+9)-9.
Odpowiedz: Aleksander Wielki zyt 33 lata, w tym panowal przez 12 lat.

Przykiad 9. Bolek ma 108 znaczkéw pocztowych polskich i zagranicznych. Gdyby
8 znaczkow polskich wymienit z Lolkiem na 8 zagranicznych, to znaczk6w zagranicznych
miatby wiecej niz polskich. Ile ma Bolek znaczkéw polskich, a ile zagranicznych?
Rozwiazanie:

Przyjmijmy, ze Bolek ma w swoim zbiorze x znaczkéw polskich. Wobec tego znaczkow
zagranicznych ma 108 —x. Po wymianie z Lolkiem bedzie miat x— 8 znaczkow polskich,
a zagranicznych 108 —x+ 8 = 116 —x. Z tresci zadania wynika nieréwno$¢ x— 8 < 116 —x,
czyli nierdwno$¢ x< 62.

Odpowiedz: Bolek ma mniej niz 62 znaczki polskie i wigcej niz 46 znaczkow zagranicz-
nych.
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Pytania i zadania Ki‘%

=

1. (Zadanie Bhaskary") Piata czg¢$¢ pszczelej gromadki usiadta na kwiatach magnolii,
trzecia cze$¢ roju — na kwiatach lotosu, potrojona roznica drugiej z tych liczb i pierw-
szej — odleciata ku krzewom jasminu. Jedna tylko pszczotka — zwabiona stodko pach-
nacym kwieciem koniczyny — krazyta nad nim. Ile pszczot byto w tej gromadce?

2. Wedtug legendy, na plycie grobowej wielkiego matematyka starozytnej Grecji Diofan-
tosa z Aleksandrii (III-IV wiek n.e.) byl taki napis (utozony przez Eutropiusza):
,Przechodniu! Pod tym kamieniem spoczywaja prochy Diofantosa, ktory umart w gle-
bokiej starosci. Przez szosta cze¢$¢ swego zycia byt on dzieckiem, przez dwunastg cz¢S¢
— mlodzieficem. Nastepnie uptyneta siodma czgs¢ jego zycia, zanim si¢ ozenil. W pig¢
lat po zawarciu zwigzku matzenskiego urodzit mu sig syn, ktory zyt dwa razy krocej od
niego. W cztery lata po $mierci swego syna Diofantos, opfakiwany przez swych najbliz-
szych, zasnal snem wiecznym. Powiedz, jesli umiesz oblicza¢, ile on mial lat, kiedy
zmart”.

3. Ojciec Janka jest teraz 4 razy starszy od syna, a za 5 lat bedzie od niego starszy tylko
3 razy. Ile lat ma Janek, a ile jego ojciec?

4".Na balu tanczyly 42 osoby. Pani 4, taficzyta z 7 panami, a pani A, -z 8 panami, pani
A;-z 9 panami, ..., pani A, taficzyla ze wszystkimi panami. Ile pan i ilu panow tanczy-
to na tym balu?

5. Rzeki Twardowski raz do zaka:

,, Niech umowa stoi taka:

Gdy przebiegniesz most ten caty,
zdwoje Twoje kapitaly,

1y zas potem mi w nagrode,

po 8 groszy rzucaj w wode!”
Zaczek chetnie przez most leci,
raz i drugi, w koricu trzeci....
nagle wota:,,Jakas zdrada!
Ani grosza nie posiadam!”

Czy obliczysz — (wnet zobacze),
ile groszy mial ten zZaczek?

6. Z miejscowosci 4 w kierunku miejscowosci B odlegtej od 4 o 72 km wyjechal moto-
cyklista. Jaka byla predkos$¢é motocyklisty, jezeli po 1 godzinie i 20 minutach:
a) jeszcze do B nie dojechat,

b) juz minat B?

7. Jezeli do 5 | roztworu wodnego soli kuchennej dolejemy 2,5 1 wody, to otrzymamy
roztwor o stezeniu mniejszym niz 4%. Od ilu procent bylo mniejsze stgzenie 5 1 roz-
tworu?

*  Acarja Bhaskara — wielki medrzec i matematyk hinduski (z XII wieku n.e.) — napisal wierszem dzieto
matematyczno-astronomiczne, ktrego pierwsza cze$¢ nosi tytut Lilavati (czarujaca). Bylo to imig jego corki,
ktorej podwigcil swe dzieto.
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8. Znajdz taka liczb¢ dwucyfrowa, zeby suma jej cyfr wynosita 16 i zeby po przestawieniu
tych cyfr otrzymac:
a) liczbe wigksza od liczby szukanej,  b) liczb¢ mniejsza od liczby szukanej.

9. Suma cyfr liczby dwucyfrowej jest rowna 11. Jezeli napiszemy cyfry w odwrotnej kolej-

nosci, to otrzymamy liczb¢ mniejsza od potowy szukanej. Jaka to liczba?

10. Jedna z przekatnych rombu ma diugos¢ 8 cm. Pewien trojkat ma wysokos¢ 6 cm
1 podstawe o 1 cm diuzszg od drugiej przekatnej rombu. Jaka dtugos$¢ powinna miec
druga przekatna rombu, aby pole tego trdjkata bylo mniejsze od pola rombu?

11".Z dwoch przystani K i L wyplynely na jezioro kajaki. Z przystani L wyplynelo ich
mniej niz dwa razy tyle, ile ich wyplyneto z przystani K. Gdyby z przystani K wyply-
neto o dwa kajaki wigcej, a z przystani L — o dwa kajaki mniej, to z L wyptynetoby
ich wiecej niz z K. Ile kajakow wyplyneto z kazdej przystani, jesli wiedomo, ze wy-
plynelo ich mniej niz 187

4. Rownania i nierdwnosci liniowe z dwiema niewiadomymi

Dotychczas zajmowaliSmy si¢ rownaniami i nieréwnoS$ciami liniowymi z jedng niewia-
domg. Obecnie przedmiotem naszych rozwazan beda rownania i nieréwnoSci liniowe
z dwiema niewiadomymi.

(R()wnaniem liniowym z dwiema niewiadomymi nazywamy kazde rOwnanie postaci
ax+by+c=0,
a nierownoscig liniowg z dwiema niewiadomymi — kazda nier6wnoS¢ postaci
ax+by+c>0, ax+by+c> 0,
ax+by+c<0, ax+by+c<0,
gdzie a, b, ¢ sa danymi liczbami rzeczywistymi i co najmniej jedna z liczb a 1 b jest r6zna
od zera.

\.

Rozwigzaniem rownania ax+ by+c=0 nazywamy kazdg pare (x,,y,) liczb rzeczy-
wistych, spelniajgcych to roGwnanie.

Na przyktad rozwiazaniami rOwnania —x+y+2=0 sa pary liczb (2;0), (1;—=1),
(/2:-2+/2) itp.

Podobnie rozwigzaniem nicrownosci ax+by+c> 0 jest kazda para (x,,y,) liczb
rzeczywistych spefniajacych t¢ nierownosc.

Na przyktad:
— pary liczb (0;0), (1; 1), (1;3) sa rozwigzaniami nierOwnosci 2x—y+ 1 > 0;
— pary liczb (1;-1), <(); %), (ﬁ, 1) sa rozwiazaniami nieréwnosci —,/3 x+2y— 1 < 0.

Wrécmy do réwnania () ax+ by+c= 0.

Jesli przyjmiemy w nim b # 0, to mozemy wyznaczy¢ z niego y i zapisa y =— % xX= %
Otrzymane rownanie, rownowazne rownaniu (=), jest, jak wiemy, wzorem pewnej funkcji
liniowej. Zatem zbidr punktow, ktorych wspotrzedne spelniaja to rOwnanie, jest prosta.
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Gdy za$ w réwnaniu (x) zalozymy, ze b=0, to przyjmie ono réwnowazng po-
sta¢ x=— %. Zbior punktow, ktorych wspoltrzedne spetniaja to rownanie, jest takze pro-
stg. Jest to prosta prostopadia do osi OX i przecinajaca ja w punkcie —-Z—, 0).

Wreszcie, gdy w rownaniu () przyjmiemy a = 0, to bedzie miato ono postac y=— B
a punkty, ktorych wspotrzedne spelniaja to rownanie, leza na prostej rownolegtej do osi

OX i przecinajacej 0§ OY w punkcie (O, - % .
Oto ilustracje graficzne powyzszych przypadkow.

Yr Y4 Y
< _%
b .
o X‘ -< o XV 0] X
ax+by+c=0, gdy ax+by+c=0, gdy ax+by+c=0, gdy
a0 i b#0 b=0 a=0
Ryc. 7.13.

Zbior wszystkich punktow plaszczyzny, ktorych wspotrzedne spefniajg rownanie liniowe
(nieréwnos¢ liniowa) z dwiema niewiadomymi, nazywamy wykresem albo ilustracjg gra-
ficzng tego rownania (tej nieréwnosci).

7 przeprowadzonych rozwazan wynika nast¢pujace twierdzenie:

Twierdzenie

Wykresem rownania liniowego z dwiema niewiadomymi jest linia prosta.

Aby zatem otrzymac wykres rownania liniowego ax+ by+ ¢ = 0 wystarczy, znalez¢ dwa
rozwigzania tego rownania. Wyznacza one bowiem dwa punkty, przez ktore przechodzi
zadana prosta.

Przykiad 1. Wykonaj wykres rownania —3x+y+1=0.
Rozwigzanie:

Znajdujemy dwa rozne rozwigzania tego rownania. Sa nimi na przyktad pary: (1,2)1
(0, —1). Przez punkty A=(1,2) i B=(0, - 1) prowadzimy prosta i mamy zagdany wykres
(ryc. 7.14 na nast¢pnej stronie).
Przyklad 2. Zilustryj graficznie rownanie |x|+|y|=2.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze jezeli para (a, b) jest rozwiazaniem danego rOwnania, to rOwniez pary:
(—=a,b), (a,—b), (—a, — b) sa rozwigzaniami tego rownania. Oznacza to, ze jego wykres
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jest symetryczny wzgledem osi ukfadu wspotrzednych. Wystarczy zatem najpierw naryso-
wac ten wykres, gdy x> 01y > 0, a nast¢gpnie odbi¢ go wzgledem osi OX 1 OY.

Jesli x>0 1 y= 0, toréwnanie |x|+|y|=2 jest rtownowazne rownaniu x+y=2. Ry-
sujemy wigc najpierw wykres tego rownania, gdy x>0 i y=> 0 (ryc. 7.15), nastepnie od-
bijamy go wzgledem osi OX (ryc. 7.16) — a potem wzgledem osi OY (ryc. 7.17) i wykres
rownania |x|+|y|=2 mamy gotowy.

A Y‘

2 A(1;2) b

[0 1 X (0] 2 X
1§ B(0;-1)
Ryc. 7.14. Ryc. 7.15.

y ! y !

2 2

0 2y -2 0 2 x
) -2
Ryc. 7.16. Ryc. 7.17.

Przyklad 3. Narysuj wykres roGwnania ]x‘ - Iyl =1L
Rozwigzanie:

Postepujemy tutaj tak jak w poprzednim przykiadzie. Rysujemy wykres tego rowna-
nia, gdy x>0 1 y> 0 (ryc. 7.18a), a nastepnie odbijamy go wzgledem osi uktadu wspot-
rz¢dnych (ryc. 7.18 b, ¢).
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a) A b) Y‘

[x[=lyl=1

Ryc. 7.18.

Wiemy juz, ze rownanie ax+ by+c= 0, w ktorym co najmniejjednazliczb a i b jest
rozna od zera, przedstawia pewng prostg.
Powstaje pytanie o ilustracj¢ geometryczng kazdej z nierownosci:

ax+by+c>0, ax+by+c= 0, A

ax+by+c<0, ax+by+c<0, s A(xy)
Rozpatrzmy prostg / bedaca wykresem réwnania

ax+by+c=0, wktéorym b # 0. (x,y,)
Prosta ta dzieli plaszczyzng XOY na dwie potptasz- L C(nyy)

czyzny. Obierzmy dowolnie trzy rozne punkty A, B i C /
o tej samej odcigtej, z ktorych jeden (np. B) lezy na pro- 0 x Y
stej/,zaSA i C — po jej roznych stronach (ryc. 7.19).
Widzimy, ze rzedna y, punktu 4 lezacego powyzej
prostej / jest wigksza, a rzedna y; punktu C, lezacego Ryc. 7.19.
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VII. Funkcja liniowa

ponizej tej prostej, jest mniejsza niz rz¢dna punktu B lezacego na prostej L Oczywiscie

rzedna punktu B jest rowna y,=— % xX-— % .

Zachodza wigc nieréwnosci

> ax ¢ 1 < ax ¢
1 - - - - .
y b a 3 b a

Stwierdzamy wiec, ze wspolrzedne punktu 4 lezacego powyzej prostej o rOwnaniu
ax+by+c=0 spelniaja nierdwnos$¢ ax+by+c> 0, a wspoirzedne punktu C lezacego
ponizej tej prostej — nierownos$¢ ax+by+c < 0.

Popatrzmy teraz na wykres prostej / o rownaniu ax+ by+c= 0.

a) b=0 b) a=0
Y v

A(x,y,) 1y

A (xpy) C(x3’.)/) !

B (x,,y) B(x.yo)
C(X,Y3) T y3
)él o )‘53 X o X
y=-%
x=-%<
Ryc. 7.20.

Widzimy (ryc. 7.20a), ze wspotrzedne punktdw lezacych na lewo od prostej o réwna-
niu x=-— % spelniaja nieréwnoéé x<-— 2, a wspolrzedne punktow lezacych na prawo od
tej prostej — nierdownos¢ x >— 7

Podobnie stwierdzamy (rys. 7.20b), ze wspolrzedne punktow lezacych powyzej proste;j
o roOwnaniu y =— % spelniajg nieréwnos¢ y >— %, a wspOlrzedne punktdw lezgcych poni-

zej tej prostej — nierownoscC y <— b

UdowodniliSmy wigc nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Wykresem kazdej z nieréwnosci liniowych postaci

ax+by+c>0 albo ax+by+c<0

jest jedna z potptaszezyzn ograniczonych prosta o réwnaniu ax+ by+ ¢ = 0, bez tej proste;.
J

Rzecz jasna, wykresem kazdej z nierownosci liniowych postaci

axtby+c=0 albo ax+by+c<0
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4. Rownania i nierownosci liniowe z dwiema niewiadomymi

jest jedna z potptaszczyzn ograniczonych prostg o réwnaniu ax+ by+ ¢ = 0, wraz z tg pro-
sta. Aby stwierdzi¢, ktora z dwoch polplaszezyzn jest wykresem danej nierownosci, wystar-
czy sprawdzi¢, w ktorej potplaszezyznie lezy punkt o wspotrzednych spetniajacych te
niero6wnosc¢.
Przyklad 4. Podaj ilustracje graficzna nieréwnosci 2x—y—1 < 0.
Rozwiazanie:

Dana nieréwno$¢ jest rOwnowazna nieréwnosci y > 2x— L.

Sporzadzamy najpierw wykres rownania y=2x— 1 (ryc. 7.21).

Punktami, ktorych wspotrzedne spetniaja nierownos$¢ y > 2x— 1, sa te, ktore lezg po-
wyzej prostej o rOwnaniu y = 2x— 1.

Zatem ilustracjg geometryczng nierdwnosci 2x —y — 1 < 0 jest zbior A, ktory przedsta-
wia rycina 7.22.

A
Y Y
1 1
A
0 1 X o 1 X
-1 1
Ryc. 7.21. Ryc. 7.22.

Przyklad 5. Przedstaw ilustracje graficzng uktadu nierownoSci
-x+y—-120 Y
-2x-y+1=0.

Rozwiazanie:
Ukfad ten jest rownowazny ukladowi ANB 1

yzx+1
y<—2x+ 1 _1 0]

0=

Sporzadzamy najpierw  wykresy rownan ,
y=x+11 y=—2x+ 1, a nastepnie zakreSlamy te “ L
polplaszczyzny, ktore odpowiadaja zbiorom A iB
rozwigzan nierownosci y>x+ 11 y<—2x+ L B
Czes¢ wspolna tych poélplaszezyzn stanowi
ilustracje geometryczna danego uktadu. Ryc. 7.23.
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VII. Funkcja liniowa

Przyklad 6°. Przedstaw ilustracj¢ graficzng nierownosci |x|+|y| < 2.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze jesli para (x,y) jest rozwigzaniem tej nierdwnosci, to takze pary (—x,y),
(x, =y), (=x, —y) sa rozwigzaniami danej nierownosci. Oznacza to, ze poszukiwany zbior
punktow jest symetryczny wzgledem osi uktadu wspoirzednych. Przedstawiamy zatem gra-
ficznie t¢ nierownos$¢ w I ¢wiartce uktadu XOY, to znaczy, gdy x> 0 i y> 0, a nast¢pnie
otrzymany zbidr punktow odbijamy symetrycznie wzgledem osi OX i OY.

Nierownos$¢ |x|+|y|<2,gdy x>0 i y>0 jest rOwnowazna nierdwnosci x+y < 2.
Ryciny 7.24 ilustrujg sposob otrzymania wykresu danej nieréwnosci.

A A

Y Y
2 2
1 1
0 2 x 0 2 x
4
Y
2
1
-2 o 2 x
-2
Ryc. 7.24.

Przyklad 7°. Przedstaw graficznie nieréwnos¢ |x+y|+|x—y| > 4.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze zachodzg réwnosci:

|x+yl+|x=y|=|y+x|+|-C=y)|=]y+x|+|y—x],

|x+yl+|x=y|=|-@+)|+|-&=p|[=|-x—y|+|-x+y|=|-x+y|+]|-x-y

E)

[ty +[x=yl=lx=y[+]x= )=t G+ x= =yl
ktore dowodza, ze jesli para (x,y) jest rozwigzaniem danej nieréwnosci, to sa nimi takze
pary (y,x), (=xy), (x,—y). To za$ oznacza, ze wykres tej nierdGwnosci jest symetryczny
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4. Réwnania i nierownosci liniowe z dwiema niewiadomymi

wzgledem prostej o rownaniu y=x i osi uktadu wspotrzgdnych. Wystarczy zatem przed-
stawi¢ graficznie dang nierowno§¢ w I ,,6semce” uktadu XOY, to znaczy, gdy x > 0, y=0
i y<ux, anastepnie otrzymany wykres odbi¢ kolejno wzgledem prostej y =x, osi OXio0si
OY.Jezeli x>0, y=0 i y<x, to nierowno$¢ |x+y|+|x—y| >4 jest rownowazna ko-
lejno nierownosciom: x+y+x—y>4, 2x>4, x> 2.

Ryciny 7.25 ilustruja sposob otrzymania wykresu danej nierOWnosci.

y! Y
{ 2
!
|
. i .
0 2 X o 2 X
y=x y=x
y! v
y=-x
2 2
o 2 X 2 o 2 X
-2 e
y=x
Ryc. 7.25.

Przyklad 8. Przedstaw graficznie nierownos¢ podwojna 2 < ||x+y|—[x— y|| <4
Rozwigzanie:

Podobnie, jak w poprzednim przykladzie stwierdzamy, ze jesli para (x,y) jest rozwig-
zaniem danych nieréwnosci, to ich rozwiazaniami sg takie pary: (%), (=, y), (@, —y). To
za$, jak wiemy, oznacza, ze wykres danych nierownosci jest symetryczny wzgledem prostej
o rownaniu y=x iosi OX i OY. Zatem najpierw wykreslamy dane nierownosci w I
L Osemce” uktadu XOY, czyligdy x>0, y>0 i y<x, anastgpnie otrzymany wykres od-
bijamy wzgledem prostej o rtéwnaniu y=xiosi OX 1 OY.
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VII. Funkcja liniowa

Jesli x>0, y=> 0, y<ux, to dana nieréwnos¢ jest rownowazna kolejno nierownosciom:

2<|x+y—(x-y)| <4,
2<|x+y—x+y| <4,
2< |2y <4,

I<y<2
W ten sposob otrzymujemy kolejno wykresy — ryc. 7.26.

4
Y Y
2 2
1 1
01 2 X O1 2 X
y=x y=x
[
Y Y
y=x
2 2
1 1
01 2 X -2 -1 /7101 2 3%
1 -1
-2 =2
y=-x
Ryc. 7.26.

=R Pytania i zadania

1. Co to jest:
a) rownanie liniowe z dwiema niewiadomymi;
b) nieré6wnos¢ liniowa z dwiema niewiadomymi?
2. Co jest rozwigzaniem réwnania lub nieréwnosci z dwiema niewiadomymi?
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5. Uktady dwéch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

- Dane sg punkty: A4 = <()

Co jest wykresem:

a) rownania liniowego z dwiema niewiadomymi,

b) nieréwnosci liniowej z dwiema niewiadomymi?

Co jest ilustracja graficzna rownania ax+by+c¢=0, gdy a=b=0?
Sporzadz wykresy rOwnan:

a)x—y+1=0; b)2x+y—-4=0; ¢)x-2=0; d)y+1=0.

. Przedstaw graficznie nierownosci:

a) x=y; b)x—2y+1<0; ¢)3x—y+2=>0; d)yx—1<0; ¢e)y+2>0.

.Przedstaw graficznie rownania i nierOwnosci:

X\ _ 1Y
olxl-lyl<t by x—1]+|y-1]=1 )| l:%
xz y2
d) x+|x|=y+]yl e)|x+y|+|x—y|<2; f)|-x~|<M'

g) B=(5,0), C=(0,4), D= <§ o). Proste AB i CD przeci-
naja si¢ w punkcie P. Jakie warunki musza spelnia¢ wspotrzedne punktu P, aby nalezal
on do czworokata ODPA, gdzie O jest poczatkiem ukfadu wspotrzednych?

5. Uktady dwoch rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

Uktad dwoch rownan liniowych z dwiema niewiadomymi to inaczej koniunkcja tych

rownan.

[

Rozwigzaniem uktadu dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy pare
liczb spetniajacych oba rownania uktadu.

|

Rozwigza¢ uktad rownan oznacza: znalez¢ wszystkie -+~ rozwigzania albo wykazac, ze

uktad ten nie ma rozwigzan.

[Dwa uktady rownan nazywamy rownowaznymi, gdy majg ten sam zbior rozwigzan.

Uktady dwoch rownan liniowych z dwiema niewiadomymi rozwigzywaliScie juz w gim-

nazjum. StosowaliScie trzy metody: podstawiania, przeciwnych wspotczynnikow i graficz-
ng. Przypomnijmy je sobie teraz na konkretnych przyktadach.

Przykiad 1. Rozwigz ukiad rownan

x=2y=1
x+y="7.

Rozwigzanie:

1. Metoda podstawiania
Wyznaczamy z ktoregokolwiek z rownan jedna z niewiadomych i podstawiamy ja do dru-

giego rownania. Otrzymujemy kolejno uktady rownowazne:

x=2y=1
y==2x+17,
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VII. Funkcja liniowa

wyznaczyliSmy y z drugiego roéwnania wyjSciowego ukladu i podstawialiSmy do pierwsze-
go rOwnania

x=2(=%x+7)=1

y=—2x+7.
Rozwiazujemy pierwsze rownanie, a drugie przepisujemy:

x+4x—14=1

y==2x+17,

S5x=15

y=—2+7,

x=3
y=—2-3+7.
Znalezione x podstawiliémy do drugiego rOwnania:

x=3
y=1

Odpowiedz: Rozwigzaniem danego ukfadu jest para liczb: x=3, y=1.

Powyzszy zapis rozwigzywania ukiadu nie wymaga sprawdzenia, ze otrzymana para
liczb spelnia dany uktad rownan. Przepisywane kolejne uktady sa bowiem sobie rowno-
wazne, co zapewnia nast¢pujace twierdzenie:

Twierdzenie

Jezeli z jednego rownania uktadu wyznaczymy jedng niewiadoma jako funkcje drugiej
i otrzymane wyrazenie podstawimy do drugiego rownania, to otrzymamy ukfad pierwsze-
go rownania i tak przeksztalconego drugiego rownania rownowazny danemu.

Zwykle jednak zapis rozwigzywania uktadu réwnan skracamy, nie przepisujac za kaz-
dym razem réwnania, z ktérego wyznaczyliSmy jedna z niewiadomych. Rozwiazujemy
réwnanie, w ktorym dokonaliSmy podstawienia, a nast¢pnie z otrzymanym rozwigzaniem
wracamy do podstawienia i obliczamy warto$¢ drugiej niewiadomej. W ten sposob otrzy-
mujemy szukang pare liczb. Tym razem jednak nalezy ja postawi¢ do wyjSciowego uktadu,
aby stwierdzi¢, czy rzeczywiscie go spetnia.

2. Metoda przeciwnych wspotczynnikow (zwana tez dodawaniem stronami)

Obie strony drugiego rOwnania mnozymy przez 2

x=2y=1
x+y=T7 | 2.

Otrzymujemy nowy uktad réwnan, w ktérym wspotczynniki przy y sa liczbami przeciw-
nymi:

x=2y=1
J4x+2y=14.
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5. Uktady dwdch rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

Rownania te dodajemy stronami:
X—=2p+4x+2y=1+14

Otrzymujemy rownanie z jedng niewiadoma x:
5x=15.

x=3.

x=3
x+y="7.
Uklad tego rownania i jednego z rownan poprzedniego uktadu jest rownowazny dane-

mu.
Jego rozwigzanie jest rozwiazaniem danego ukfadu:

x=3
y=7-23,

x=3
y=1

Metoda ta oparta jest na twierdzeniach o rownaniach rownowaznych i na nastgpuja-
cym twierdzeniu:

Twierdzenie

Jezeli obie strony kazdego z rownan (lub jednego z nich) danego uktadu pomnozymy
przez dowolne liczby rozne od zera, a nastepnie rownania te dodamy stronami i tak otrzy-
manym réwnaniem zastapimy jedno z réwnan ukladu, to otrzymamy ukiad réwnan row-
nowazny danemu.

3. Metoda graficzna
Sporzadzamy wykresy (ryc. 7.27) rownan ukfadu:

x=2y=1 \
x+y=1T. Y
Sa nimi proste, ktore przecinaja si¢ w punk-
cie P=(3,1). Para jego wspoirzednych stanowi
rozwigzanie ukfadu.
RozwigzaliSmy uklad rownan, ktory ma jed- 1h
no rozwigzanie. Interpretacja geometryczng

tego uktadu jest para przecinajacych si¢ pro- o
stych.
Taki uklad réwnan nazywamy ukiadem
oznaczonym albo ukladem réwnan niezalei- x-2y=1
nych.

Ryc. 7.27.
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VII. Funkcja liniowa

Przyktad 2. Rozwiaz ukfad rownan
x=2y=1
—4x+ 8y =4.

Rozwigzanie:
1. Metoda podstawiania
Uktad ten jest rownowazny kolejno ukfadom:

x=2y-1

—4x+8y=4.

WyznaczyliSmy x z pierwszego rOwnania,
x=2y-1

-4 (2y—-1)+8y=4.

DokonaliSmy podstawienia w drugim rOwnaniu.

x=2y-1
—-8y+4+8y=4,

x=2y-1
0-y=0.

Widzimy, Ze drugie rownanie uktadu ma nieskonczenie wiele rozwigzan; zachodzi dla
dowolnej pary liczb, jest wiec tozsamoSciowe. Zatem uktad ten spelnia kazda para liczb,
dla ktorej zachodzi jego pierwsze rOwnanie.

2. Metoda przeciwnych wspotczynnikow

Pomndzmy pierwsze rownanie ukladu przez 4 i dodajmy je do drugiego roOwnania;
otrzymujemy ukfad

x=2y=-1
0-x+0-y=0 rownowazny danemu.

Uktad ten spetnia kazda para liczb stanowigca rozwigzanie pierwszego z rOwnan, gdyz
drugie zachodzi dla dowolnej pary liczb. Tak wigc ma on nieskoficzenie wiele rozwigzan.

3. Metoda graficzna

Wyznaczymy z kazdego rownania danego ukiadu y i otrzymamy uktad

PO — o=

y X+

X+

y roOwnowazny, oczywiscie, danemu.

Wykresem obu tych rownan jest ta sama prosta (ryc. 7.28). Kazdy punkt wykresu jed-
nego z rownan tego uktadu nalezy do wykresu drugiego. Ukfad ten ma zatem nieskoncze-
nie wiele rozwigzan; spetnia go kazda para liczb bedaca rozwigzaniem ktoregokolwiek
jego rownania. Taki uktad rownan nazywamy ukiadem nieoznaczonym albo ukiadem réw-
nan zaleznych.
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\ Y
Y
N ~
/// W Vi
W 2
450 o
()
/
1 1
| - -
o X N 9] X
/
*
/
Ryc. 7.28. Ryc. 7.29.

Przyklad 3. Rozwigz uktad réwnan
2x—y=1
) X+ % y= 1.

Rozwiazanie:
Uktad ten jest rtownowazny uktadowi

y=2-1
y=2x+4

(sprawdz!).

Zauwazmy teraz, ze wspOlczynniki kierunkowe tych rownan sg rowne, a wyrazy wolne
— rozne (réwnania te sg wzorami funkcji liniowych). Zatem wykresami tych rownan sa
proste rownolegle i rozlgczne (ryc. 7.29). Nie maja wigc punktu wspolnego, co dowodzi,
ze dany uktad rOwnan nie ma rozwigzania.

Whiosek, do ktorego doszliémy metodg graficzna, mozna takze otrzymac ktorakolwiek
z metod rachunkowych. Gdyby$my mianowicie pomnozyli obie strony drugiego rownania
naszego uktadu przez (—4), to otrzymalibySmy ukiad

2x—-y=1

{2}( -y=—4,
roOwnowazny danemu.

Czyz nie widac teraz, i to gotym okiem, ze ukfad ten nie moze miec rozwigzan? Taki
uktad réwnan nazywamy ukiadem sprzecznym.

Przejdzmy teraz do ogdlnego przypadku. Czy dowolny uktad dwoch rownan liniowych
z dwiema niewiadomymi moze mie¢ inng interpretacj¢ geometryczng niz ktoras z rozwa-
zanych przed chwila? OczywiScie, ze nie!

Przeciez wykresem kazdego takiego uktadu jest para prostych, a kazde dwie proste na
plaszczyznie albo si¢ przecinaja, albo sa do siebie réwnolegte (w szczegdlnym wypadku sig
pokrywaja). Wobec tego mozemy sformufowac nastepujgce twierdzenie:
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VII. Funkcja liniowa

Twierdzenie

Tlustracje geometryczng dowolnego uktadu dwoch réwnan liniowych z dwiema niewia-
domymi moga stanowic:

1. Para prostych przecinajacych si¢ — uktad taki ma tylko jedno rozwigzanie, ktorym jest
para wspolirzednych punktu przecigcia tych prostych. Jest to uklad oznaczony albo
uklad réwnan niezaleznych.

2. Para prostych pokrywajacych si¢ — uktad taki ma nieskoficzenie wiele rozwigzan, kto-
rymi sg pary wspoirzednych kazdego punktu tych prostych. Jest to uklad nieoznaczo-
ny albo uklad réwnan zaleznych.

3. Para prostych roztacznych — ukltad taki nie ma rozwiazan i nazywa si¢ ukladem
sprzecznym.

Rycina 7.30 ilustruje te trzy ukiady.

A
a) Y b) Y c) Y
> >
[0} » O X 0] X
(x,y)
Ryc. 7.30.

Dyskusja uktadu dwéch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi
Kazdy taki uktad ma postac

(llx+b1y:C1 (1)
a,x+b,y=c,, (2)

gdzie co najmniej jeden ze wspdlczynnikoéw a, i b, oraz a, 1 b, jest rozny od zera.

1. Jesli ktorys ze wspolczynnikow a, i b, oraz a, i b, jest zerem, to przynajmniej jed-
no z rownan uktadu (=) staje si¢ rownaniem z jedna niewiadoma. Wowczas bezposred-
nio stosujemy metode podstawiania. ROwnanie to:

a) albo ma tylko jedno rozwiazanie, wtedy uktad (x) ma jedno rozwiazanie i jest ukla-
dem oznaczonym;

b) albo ma nieskoficzenie wiele rozwiazan, wtedy uklad (x) ma nieskonczenie wiele
rozwigzan i jest uktadem nieoznaczonym;

c) albo jest sprzeczne, wtedy ukltad () nie ma rozwigzan i jest ukladem sprzecznym.

2. Zaldzmy, ze wszystkie wspolczynniki a,, by, a,, b, sa roézne od zera.

Mnozymy obie strony réwnania (1) przez b,, a rbwnania (2) przez —bi i otrzymane
rownania dodajemy stronami:
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5. Uktady dwoch rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

(=b1)
Otrzymujemy rownanie
(3)<a1b2—azb[>X:C1b2— cabu.

Mnozymy obie strony rownania (1) przez —a», a rbwnania (2) przez a: i otrzymane row-
nania dodajemy stronami:

arx+biy=ci
ax+byy=c>

b a1b2x+b1bzy:clbz
—azb1x—b1b2y: cabi.

arx+biy=ci
azx+b2y:C2

(=a») {—alazx—azbly:—aza
-ai arax+aiby=aics
Otrzymujemy rownanie
@) (arb2a—axb)y=aica—asc..
Uktad rownan (3) i (4), czyli uktad
(arbs—axbi)x=ciba—ca2b

(albz—azbl)yzalcz—aza

(++)

jest rownowazny uktadowi () (na mocy twierdzen o rownaniach rownowaznych i1 ukfa-
dach rownan rbwnowaznych).

Wyrazenie W= a1 b>— a> by nazywamy wyznacznikiem uktadu i zapisujemy w postaci
ar b

a> b»

Podobnie zapisujemy:

i b

c2 b

Uktadowi () mozemy teraz nada¢ dogodniejsza postac, a mianowicie
{W~ x=Wx

ar Ci
Wx=ciba—c2b= oraz Wy=aico—a>ci=

a C2

Nz,

I widzimy teraz, ze:
1. Jesli W# 0, to uktad (+) ma jedno rozwigzanie okreSlone wzorami:
oW
w
_Wy
W
ijest uktadem oznaczonym.
2. Jesli W=01 (Wx#0 lub Wy#0), to conajmniej jedno z rownan ukladu (s#x) jest
sprzeczne. Zatem uktad () nie ma rozwiazan i jest uktadem sprzecznym.
3. Jesli W=0 1 Wx=0 1 Wy=0, to rownania uktadu (#=x) sa tozsamoSciowe. Uktad
(#+*) ma nieskonczenie wiele rozwigzan.
Zatem rowniez uktad (x) ma nieskonczenie wiele rozwigzan i jest uktadem nieozna-
czonym.
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VII. Funkcja liniowa

Przykiad 4. Rozwiaz uktad rownan

dx—y=5
10x—2y=11.
Rozwiazanie:
Poniewaz
w=1* THos co-cn0=2+40
o 2| T
wiec uklad ten jest oznaczony.
Obliczamy:
we=|> les co-cnoan=t
-2 7
4 5
Wy= =4-11-5-10=-06.
10 11
Zatem
Wx 1 Wy _6
e :—-——:—:—3‘
“wr YTw 2 |
Odpowiedz: Rozwigzaniem uktadu jest para <§ - 3).

Przykiad 5. Rozwiaz uktad rOwnan

x—y=1
-x+ty=—1
Rozwigzanie:
Poniewaz
1 -1

1 1‘21-1—(-1)-(—1)200rasz:

-1

wigc dany uktad jest sprzeczny.

Przykiad 6. Rozwiaz uklad rownan

{2/§x—ﬁy=4ﬂ

1

‘:1~1—(—1)'(—1)=2#0,

0,5x— 0,25y = 1.
Rozwigzanie:

Obliczamy:
2/3 -3 —

= =2/3-(-0,25)-(-/3)-0,5=-0,5-/3+0,5-/3=0,
0,5 -0,25 /3 ( ) ( /> /3 /3
4/3 -

szlf 0/235=4B-(—o,25>—(—ﬁ>-1=—ﬁ+ﬁ=o,
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5. Uktady dwach rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

Wy:

Zof 41/3 =2/3-1-4/3-05=2,/3-2,/3=0.

Zatem uktad ten jest nieoznaczony; ma nieskoficzenie wiele rozwigzan.

Przyktad 7. Rozwiaz uktad réwnan

x+y=m
mx—y=72.

Rozwigzanie:
Obliczamy:

W:] fl\z—(erl),

7 LU I
Tl T

1 m
=2 -—m".

m 2

I widzimy, ze:
1. Gdy m #- 1, to uktad ten ma jedno rozwigzanie; jest nim para

m+2 m*=2
m+1 m+17/[

2. Gdy m=—1, to W=0, za§ Wy=—1#0, wiec uklad ten jest sprzeczny.
Przykiad 8. Rozwiaz uktad rownan

{(a— D)x—2y=—a

2x+(a+2)y=a.

Rozwiazanie:
Obliczamy:
w=""7 T lia-2a+ 4=
|2 a+2_a a4 -4
we=| " AR (a+2)+2a=-a’
“la a+2—aa a=a
W= Y- vat -2
=, ARG at2a=a".
Zatem:

1. Jeslia # 0, to uktad ten ma jedno rozwigzanie; jest nim para (— 1, 1).
2. Jedlia = 0, to uktad ten jest nicoznaczony, gdyz W= Wy=W,=0.
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Przykiad 9. Rozwigz uktad rownan
lx=1]+|y-5|=1
|x— 1|—y=—5.

Rozwigzanie:
Uktad ten jest rownowazny uktadowi
lx=1|+|y-5|=1
|x - 1[ =y-5.

Z drugiego rownania tego ukfadu wynika, ze musi by¢ y> 5 (dlaczego?).
Wobec tego ukiad ten jest rownowazny kolejno uktadom:

lx=1]+y-5=1
|lx=1]=y-5.

Podstawiamy do pierwszego réwnania 'x— 1‘ w miejsce y—35, a z drugiego

wyznaczamy y i1 otrzymujemy dalej uklady:

2|x-1]=1
y=5+]x—-1],

-1
[x_ 1‘4 2
11
Y=
1 1
x—-1=—= x—1==
2 lub 2
11 11
y= Y=
=t (=3
2 ub 2
11 11
Y= y==

Odpowiedz: Rozwigzaniem danego uktadu sg pary: (%, %) i (i l).

Pytania i zadania

. Co to jest ukfad dwoch rownan liniowych i co jest jego rozwiazaniem?

. Co oznacza: rozwigza¢ uktad réwnan?

. Jakie dwa ukfady rownan nazywamy rownowaznymi?

. Sformuluj twierdzenia o uktadach rownan rownowaznych.

. Jakie znasz metody rozwigzywania uktadow dwoch réwnan liniowych z dwiema nie-
wiadomymi?

6. Rozwiaz w pamigci uktady rownan:

L ]x=2 b x+y=17 x=7 d x+2y=8 2x=4 ¢ 3x—-y=12

N B W N
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5. Uktady dwach rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

10.

11.

12.

13.

14.

. Rozwigz uktady rownan:

x—y=8 b —x+y=15 3x—2y=13
Nt 2y=23: Nax—y=3: N 2x-3y=8;
{x+y—7=0 : Fxty=2=0 f){2y+x:y—2x+5
e
x=y+1=0; x+%y+2:0; y=2x=x-2y-9;
g [2EEN+a=20-y+ 13 =30k =3 0=y +1
20=D+5=2(p+1)-9; 2c+y+ 1) =5x+y) +2.
Rozwigz uktady rownan:
X+y _x—y -y 1 _y+X
a2 T i~z "2 2 8
x+y=2; —y=11;
_x—2y oy .1 Xty x-y _2x_1*2y+1_ 7
oll7 T3 tlErmgtg O R R 6 12
2x—3y=5; 2x+ 3y =-8.
Rozwiaz uklady rownan:
Sx+2y) 3(2x-y)  x+y+1 I
3 - 5 +—% —2<x—y+5>
2) +y+4
4-2p- 1)+ =y 2,

C+y)(x—1)—2@—2)(x+3)=x(x—y) Xy =@+ DI+ @+ 1)
C 2
22— 3y=2; X' +y’=(— 1)+ (- 1)
Wpisz w wolne miejsce takie rownanie liniowe z dwiema niewiadomymi, aby otrzy-
many uklad byl: a) oznaczony, b) nieoznaczony, c) sprzeczny:

2x+3y=1 2x+3y=1 2x+3y=1
a){ y b){ y | c){ y
Przeprowadz dyskusje uktadow rownan:

x—y=2 xX+2y=4 x+my=1
a) b) ¢ 2

y=x+m; 2x+my=2m; mx+y=m-.

Dla jakich wartoSci parametru k& wykresy rownan 2x—-y+k-5=0
i3x—y—2k+ 1 =0 przecinaja si¢ wewnatrz kwadratu ABCD, gdzie A(0,0), B(0, 3),
C(3,3), D(3,0)?

Dlajakich a i b wykresy rownan y=ax+ 3b i y=3ax+ 5b przecinaja si¢ w punk-
cie A(—-1,2)?

Dla jakich m 1 n punkty AQGBm-2n,-4m-2n) i B(m—n,3m+ 2n) naleza do
wykresu funkcji y=—2x+107?

. Rozwigz uktady rOwnan:

lx+1[+|y-1]=5 )Ix—y|=\x—y+1! . |x[+]y|=1
|x+1|=4y-4; [y|=1; [x+y|=1
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VII. Funkcja liniowa

6. Zadania prowadzace do uktadéw dwach rownari liniowych
z dwiema niewiadomymi

Podrozdziat ten w catosci poswigcimy zadaniom tekstowym prowadzacym do uktadow
dwoch rownan liniowych z dwiema niewiadomymi. Niektore z nich rozwigzywalismy juz
wczesniej, opierajac si¢ na uktadanych do nich réwnaniach liniowych z jedng niewiadoma.

Przykiad 1. Dzielac pewna liczbe naturalng przez druga liczbg naturalng, otrzymujemy
iloraz 22 i resztg 27. Jezeli dzielng zwigkszymy o 39, to otrzymamy iloraz 24 bez reszty. Co
to za liczby?
Rozwiazanie:

Oznaczmy dzielng przez x, a druga liczbe — przez y. Z tresci zadania wynika ukfad row-
nan:

Xogn4 Y
y 9
x+3 —o4
y
Otrzymany uktad réwnan jest rownowazny kolejno uktadom:
x=22y+27 x=22y+27 x=22y+27
x+39 =24y, 22y+ 27+ 39 = 24y, 2y =66,

x=22-33427=6-121+27=726+27="1753
y=33.
Zatem szukane liczby to: x= 7531 y = 33.

Przyklad 2. Za 2 kg jablek i 3 kg gruszek zaptacono 69 zI. Gdyby kupiono 3 kg jabtek
12 kg gruszek, zaptacono by 66 z1. Jaka byta cena jablek, a jaka gruszek?
Rozwigzanie:
Niech x oznacza ceng jablek, a y — cene gruszek. Wowczas otrzymujemy uktad réwnan
2x+3y=69
3x+ 2y =66,
ktorego rozwigzaniem jest para
x=12
y=15.
Odpowiedz: Cena 1 kg jabtek to 12 zt, a gruszek — to 15 zi.

Przyklad 3. Statek porusza si¢ z pragdem rzeki z predkoscia 18 km/h, a pod prad — z pred-
koscig 14 km/h. Oblicz predkos¢ wlasna statku i predkos¢ pradu rzeki.
Rozwigzanie:

Jezeli przez x oznaczymy predkos¢ wlasna statku, a przez y — predko$é pradu rzeki, to
otrzymamy uktad réwnan.

x+y=18
x—y=14,
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6. Zadania prowadzace do uktadow dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

ktorego rozwigzaniem jest para:

x=16
y=2.
Odpowiedz: Predkos¢ wiasna statku wynosi 16 km/h, a predkos¢ pradu rzeki 2 km/h.

Przykiad 4. Po okregu o dlugosci 80 cm poruszajg sie dwa
punkty A i B. Jezeli kierunki ruchu tych punktow sg zgodne, to
punkt 4 wyprzedza punkt B co 5 sekund; jezeli za$ kierunki ich
ruchu sg przeciwne, to punkty te mijajg si¢ co 2 sekundy. Ob-
licz predkosci tych punktow.

Rozwigzanie:

Oznaczmy predkosci punktow A4 i B odpowiednio przez xiy.

Aby punkt A mogh w ciggu 5 sekund wyprzedzic¢ punkt B,
musi pokonaé w tym czasie droge rowna sumie diugosci cate- Ryc. 7.31.
go okregu i drogi punktu B w tym czasie (ryc. 7.31). Stad
otrzymujemy rownanie

Sx =80+ 5y.

Skoro punkty 4 i B mijaja si¢ co 2 sekundy, to drogi, jakie
te punkty pokonuja w tym czasie, musza si¢ sumowac do dtu-
gosci calego okregu (ryc. 7.32). I wobec tego mamy kolejne
rownanie

2x+ 2y = 80.

Rozwigzujac ukiad rownan
Sx=80+54

2x+ 2y =80,
otrzymujemy:

x=128

y=12.

Odpowiedz: Punkt A porusza si¢ z predkoscia 28 cm/s, a punkt B z predkoscig 12 cm/s.

Przyklad 5. Aleksander Wielki zmart w kwiecie wieku. Gdyby zyt o 5 lat krocej, to pa-
nowalby % swego zycia. Gdyby zas$ zyl o 9 lat dluzej, to panowatby % swego zycia. Ile lat
zyl, a ile panowat Aleksander Wielki?

Rozwigzanie:

Niech x i y oznaczajg odpowiednio lata zycia i lata panowania Aleksandra Wicelkiego.
Gdyby zyt on 0 5 lat krocej, to takze o te 5 lat krocej panowalby, a wigc gdyby zyl x = 5 lat,
to panowatby y—5 lat. Podobnie gdyby zyl x+9 lat, to panowaltby y+9 lat.

Z. tredci zadania wynika wiec uktad rownan:

%(x—5)=y—5

%(x+9):y+9,

297



VII. Funkcja liniowa

ktory jest rownowazny kolejno ukfadom:

x—5=4y-20 x—4y=-15 Stad x=33
x+9=2y+18, [x—2y=09. y=12.

Odpowiedz: Aleksander Wielki zyt 33 lata, a panowat 12 lat.

Przyklad 6. W pewnej grupie uczniow Srednia wieku wynosi 11 lat. Najstarszy z nich ma
17 lat, a Srednia wieku wszystkich pozostatych wynosi 10 lat. Ilu uczniow liczy ta grupa?
Rozwigzanie:

Oznaczmy liczbe uczniow w tej grupie przez x, a przez y — sume ich lat. Z tresci zada-
nia wynika uktad réwnan:

Yo

X
Y217 .
x—1

Rozwigzujac go, otrzymujemy kolejno:
y=1lx 10x-1)=11x-17 |x=7
y=17=10x~-1), y="T77.

y=1lIx,

I sprawdzamy, ze istotnie

77 _ 77-17 _ 60 _

7 1, 7-1 6

10.

Odpowiedz: Grupa ta liczy 7 ucznidw.

Przyklad 7°. Pigc lat temu Ja$ byl dwa razy starszy od Matgosi. Obecnie ma on trzy razy
tyle lat, ile miata Malgosia wtedy, gdy on miat tyle, ile ma Malgosia teraz. Ile lat maja ra-
zem?

Rozwigzanie:

Przyjmijmy, ze Ja§ ma obecnie x lat, a Malgosia — y. Wobec tego 5 lat temu mieli oni
odpowiednio x— 51 y— 5lat. Od momentu, kiedy Ja$ miat y lat (a wigc tyle, ile Malgosia
teraz), uplyneto x—y lat. Wtedy oczywiscie Malgosia miata o x—y lat mniej, czyli
y—(x—y) =2y—x. Z treSci zadania wynika uktad rownan

xX=5=2(@-5)
x=3Q2y-x),

ktorego rozwigzaniem jest para:
x=15
y=10.

Odpowiedz: Jas i Malgosia majq razem 25 lat.

Przyklad 8°. Wedkarz zfowil ,taaaka” rybe: ,,Ogon wazyl 6 razy mniej niz glowa z tulo-
wiem. Gdyby tutow byl o 6 kg ciezszy, to glowa z tulowiem wazylaby 10 razy wigcej niz
ogon. Roznica wag tutowia i glowy byla 3,5 razy wicksza niz waga ogona”. Ile wazyla ta
ryba?
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Rozwiazanie:
Przyjmijmy oznaczenia: x —waga glowy, y —waga tufowia, z —waga ogona.

Ogon wazyt 6 razy mniej niz gtowa z tutowiem, wiec 6z=x+y.

Gdyby tutow byt o 6 kg cigzszy, to glowa z tulowiem wazylaby 10 razy wigcej niz ogon,
zatem x+ (y+6)=10z.

Z ostatniego zdania opisu tej ryby otrzymujemy rownanie y —x = 3,5z.

Nalezy wigc rozwigza¢ uklad rownan:

6z=x+y
()110z=x+(y+6)

3,52=y—x.
(2)dejmujqc od drugiego rOwnania tego ukladu (=) pierwsze, otrzymujemy 4z=6 czyli

z=7

3
Podstawiajac t¢ warto$¢ do pierwszego i ostatniego rownania uktadu (x), otrzymujemy
rOwnania:

xX+y=09,
2

—X+y=.

Rozwigzaniem ukladu tych rownan jest para

15

X= ?
y= EN
Ostatecznie wiec:

15 s 3

X=2. Y=g, 2=
I sprawdzamy, ze rzeczywiScie:
15 57
6z=9= ? + —,

s_1s 5T
10z=15= < + S +6,

2157 15
3,5z= -8 s
Zatem otrzymana trojka liczb
Pt
8
=37
8
s=3
T2

stanowi rozwigzanie uktadu (x).

Wobec tego

15 57 12 84 _ 21 _
xtyt+z=%+5+5=%=5=105

Odpowiedz: Ryba ta wazyla 10,5 kg — rzeczywiscie ,,taaaka” ryba!
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Pytania i zadania

1.

10.

11.

12.

300

Przewieziono 44 t towaru 9 samochodami o fadownosci po 6 tipo 4 t. Ile byto samo-
chodéw wigkszych, a ile mniejszych, jezeli tadownos¢ kazdego byla catkowicie wyko-
rzystana?

Gdyby turysta powigkszyt swoja predkosé o pewng liczbe kilometrow na godzing, to
droge 24 km przebytby w ciagu 6 godzin; gdyby za$ predkos¢ o t¢ samg liczb¢ zmniej-
szyl, to owa droge przeszediby w ciagu 8 godzin. Z jaka predkoScia idzie turysta?

5% jednej liczby i 4% drugiej stanowi razem 46, a 4% pierwszej i 5% drugiej daje w su-
mie 44. Jakie to liczby?

Jezeli do stopu ztota ze srebrem dodamy 10 g czystego zlota, to stosunek masy ztota do
masy srebra bedzie wynosit 7: 3; jesli za§ dodamy do stopu 10 g czystego srebra, to sto-
sunek ten wyniesie 3: 2. Ile gramow zlota i ile gramow srebra jest w tym stopie?

Gdy ojciec bedzie w wieku babci, bedzie mial razem ze swg corka 81 lat. Gdy corka be-
dzie w wieku ojca, bedzie miata z ojcem razem 79 lat, a ojciec z babcig 126 lat. Ile lat
ma obecnie corka, ojciec, a ile babcia?

Jezeli do liczby dwucyfrowej dodamy potrojona cyfre jednosci, to otrzymamy 44. Jeze-
li od liczby o przestawionych cyfrach odejmiemy pigciokrotng cyfre dziesigtek pierw-
szej liczby, to otrzymamy 52. Znajdz t¢ liczbg.

Dwie sztabki zlota o probach 900 i 750 stopiono z 2 g czystego zlota, otrzymujac 20 g
zlota proby 850. Ile wazyly sztabki?

Statek plynie Odra z Wroctawia do Szczecina 3 dni, a ze Szczecina do Wroctawia 6 dni.
Jaki jest czas przeptywu wody Odry z Wroctawia do Szczecina?

Tyran Syrakuz zamowit dla siebie korone ze sztaby ziota wazacej 7,465 kg i kazal
Archimedesowi sprawdzié, czy zlotnik nie zastapil czesci zlota tafnszym srebrem.
W tym celu stawny fizyk i matematyk zanurzyt korong w wodzie, gdzie stracita ona po-

. . . . . .\ 13 .
zornie na wadze 467 g. Wiedzac, ze zloto traci w wodzie (pozornie) 55 SWego cigzaru,

a srebro —2%, oblicz, ile byto zlota, a ile srebra w tej koronie.

Oéslica wraz z mulem dzwigata na grzbiecie wino i, upadajac pod jego cigzarem,
bardzo si¢ skarzyta. Wtedy mut rzekt:,,Czemu ty si¢ skarzysz jak dziecko? Gdybym ja
wzial jedng z twych miar, to m6j tadunek bytby dwa razy wickszy od twego, a gdybys
ty wziela jedna z moich miar, to ja miatbym tyle co ty”. Ile miar wiozfa oslica i ile mul?
Genialny matematyk i fizyk angielski Izaak Newton urodzit si¢ w XVII stuleciu,
a umart w XVIII. Oblicz rok jego urodzin i rok $mierci, wiedzac, ze dwie ostatnie
cyfry z daty jego urodzin tworza liczbg o 12 mniejszg od podwojonej liczby utworzo-
nej z dwdch ostatnich cyfr daty jego $Smierci. Oprocz tego wiadomo, ze dwucyfrowa
koncowka daty jego $mierci jest o 1 mniejsza od % dwucyfrowej koncowki daty jego
urodzin.

W ogrodzie mandaryna biegaly bazanty i kroliki. Mialy one razem 35 giow, a nog
94. Ile tam bylo bazantow, a ile krolikow?
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7. Uktady nierownosci liniowych z dwiema niewiadomymi

Uktad nieréwnosci liniowych to oczywiscie ich koniunkcja. Skoro wykresem kazde;j
z nich jest polptaszczyzna, wigc cz¢$¢ wspolna tych potptaszezyzn stanowi ilustracje geo-
metryczng ukfadu.

Przyklad 1. Rozwigz ukfad nier6wnosci
x=y+3>0
x+2y>0.

Rozwigzanie:
Uktad ten jest rownowazny uktadowi

y<x+3

y>—1x.
Wykreslamy najpierw rownania
y=x+31i yz—%x,

nastepnie cieniujemy potplaszezyzny odpowiadajace nierownosciom ukladu oraz zakreS§la-
my cze§¢ wspolng tych potplaszezyzn... i gotowe (ryc. 7.33).

A
Y
y=—1x
S~ anB
-3 O\ S X
=1 \\
=x+3
g A
Ryc. 7.33. Ryc. 7.34.

Przyklad 2. Podaj ilustracj¢ geometryczng uktadu nierownosci
x>0

y>0
x—-y=>1
x+2y=2.
Rozwigzanie:
Rysujemy wykresy nierownosci: x>0, y>0, 2c—y>1 i x+2y>2, anast¢pnic za-
kreSlamy ich czg$¢ wspdlna (ryc. 7.34).
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Przykiad 3. Zilustruj na plaszczyZznie uklad
x<4
y<3
x+y=4.
Rozwigzanie:
Czescig wspOlna polplaszezyzn y<4, y<3 iprostej x+y=4 jest odcinek AB
(ryc. 7.35)

Przyklad 4. Jakie warunki muszg spetnia¢ wspotrzedne punktu P = (x,y), aby nalezal on
do trojkata ABC, gdzie A=(1,2), B=(4,2), C=(6,5)?
Rozwigzanie:

Aby punkt ten nalezat do trojkata ABC, winien leze¢ na plaszczyznie XOY (ryc. 7.36):
— ponizej prostej AC,
— powyzej prostej AB,
— powyzej prostej BC.

A \\Y\ \\\ \\\\\\\,
R OB
— ) § %
: 1 — \ \\\ \\\\\\\\\\\\ ¢
h O \\ SO \\\\\\ XX
T x<4 XX SOXXK XS
. V% \ SOK A aN
_ y NSO
- B N - \\\ N \ \\\ X, : X \
- — N YA (X NCHES
— - \ N K
s N AVAVE P L\,
3 (X e
Ryc. 7.35.

Zatem aby otrzymac¢ dane odpowiadajace wspoirzgdnym punktu P, napiszmy najpierw
rownania tych prostych.

Podstawiajac wspoOtrzedne wierzcholkow A4, B, C danego trdjkgta do rownania
y=ax+b, otrzymamy wspOtczynniki rownan tych prostych. A wigc: rownanie y=ax+b
prostej AC otrzymamy, podstawiajac do niego w miejsce x i y wspdirzedne punktow A4 i C.
Stad dostajemy uktad:

at+b=2
{661 +b=275,

ktorego rozwigzaniem jest para:
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Rownanie prostej AC jest wiec postaci y = %x+ %

Podobnie napiszemy rownanie prostej BC, ma ono mianowicie postac yZ%x— 4
(sprawdz to!).

Natomiast rownanie prostej 4B przyjmuje posta¢ y=2 (dlaczego?).

Zatem aby punkt P = (x,y) nalezal do trojkata ABC, jego wspdirzedne musza spei-
nia¢ uktad nieréwnosci:

<3X+7

YSSATS
3

>—-x—4
=5
y=2

Przyklad 5. Dane sa dwa punkty 4 =(0,6) i B=(3,5). Dlajakich wartosci parametru a
wspolrzedne wszystkich punktow odcinka AB spelniaja uktad nierownosci:

x+ty+az=0

{x— y+2a<0?
Rozwigzanie:

Kazda z tych nieréwnosci opisuje dla dowolnej liczby rzeczywistej a pewng polptasz-
czyzne. Zatem wspoirzedne wszystkich punktéw odcinka AB  spetniaja podany uktad
nierownosci, gdy punkty te naleza do czgsci wspdlnej potplaszczyzn opisanych tymi nie-
rownosciami, a wiec gdy w owej cze$ci wspolnej zawarty jest odcinek AB.

Oznacza to, ze jego konce A i B nalezg do tej czgsci wspolnej, a wige ich wspolirzedne
spetniajg podany uklad nierownosci. W ten sposob otrzymujemy ukiad nierOwnosci.
0+6+a=0
0-6+2a<0
3+5+a=0 A
3-5+2a<0,

ktory jest rownowazny ukfadowi
az-6 N2
a<3 ‘

a>-8

a<l,

czyli nieréwnosci —6 <a < 1.

Odpowiedz: Wspdlrzedne wszystkich punktow
odcinka AB spetniaja dany uktad nieréwnosci,
gdya € (-6:1). Ryc. 7.37.
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Funkcja liniowa

Pytania i zadania

1.
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Przedstaw ilustracje graficzne uktadow:

x>0 2x+y-220
xX+2y=>4 y<0 x=2y+2<0
{x—y<2; b x+y<2 ©) x>1
x—-y<1; y<3.
. Zilustruj na ptaszczyznie ukltady nierownosci:
a){|x~y|<l b){|x—y|>1 {1<x+y<2
|x+3]<1; |x+3]>1; x—y<2x+3y.

. Zilustruj na plaszczyznie rownania i nieréwnosci:

a)lx—y|=|x+y|=2; b)[x—1|+|y+2|=1]

o)|x| =1yl; d)|x-2|+|y|<2.

. Sprawdz, czy punkty A=(-1,-1), B=(1,-5) leza po jednej stronie prostej

2x+y+4=0.

. Dla jakich m wspolrzedne wszystkich punktow trojkata ABC spelniajg nieréwnos¢é

x+y-m<0, gdzie A=(0,0), B=(0,4), C=(1,0)?

. Jakie warunki muszg spetnia¢ wspolrzedne punktu P = (x,y), aby nalezal on do czwo-

rokata OABC, gdzie O=(0,0), A=(2,0), B=(4,3), C=(0,7)?



1. Odlegto$¢ dwdch punktow

Vill. Elementy geometrii ptaszczyzny
1. Odlegto$¢ dwoch punktow

Z mierzeniem odlegloSci punktéw mamy do czynienia bardzo czesto. Mierzona jest na
przyktad: dtugos¢ skoku oddanego przez skoczka narciarskiego w czasie konkursu (odle-
glos¢ punktu wyskoku do punktu, w ktérym skoczek wyladowat), w gorach odleglos¢ migedzy
szczytami w linii powietrznej albo wysokoS¢ szczytu gory nad poziomem morza.

W szkole podstawowej i w gimnazjum mierzyliScie odlegto$¢ pewnych dwoch punktow
(np. dwoch punktoéw podziatki na linijce, ktdrej uzywaliScie do pomiaru). Odleglosc ta za-
wsze wyrazana byta jakas liczba nieujemna, zalezng od obranej jednostki i od doktadno-
Sci pomiaru.

Mowiac o odleglosci dwoch punktow, mamy zazwyczaj na mysli dtugo$¢ najkrotsze;j
drogi od jednego z tych punktow do drugiego, a ta — jak doskonale wiemy — jest na
plaszczyznie odleglos¢ jednego punktu do drugiego wzdluz linii prostej przechodzace;j
przez te punkty. Przyjrzyjmy si¢ zatem doktadnie, czym jest odleglos¢ dwoch punktow i ja-
kie ma ona wlasnosci.

Obierzmy na plaszczyznie dwa punkty: A i B. Mowimy wowczas, ze punkt 4 znajduje si¢
w pewnej odleglosci od punktu B. Odlegltos¢ te oznaczamy przez AB. Odleglosc ta jest licz-
ba dodatnia, gdy punkty 4 i B sa rézne (piszemy: A # B; ryc. 8.1a), zaS — zerem, gdy si¢ po-
krywaja (piszemy: A = B; ryc. 8.1b). Zatem dla
kazdych punktow 4 i B mamy AB> 0. Ponad- 3) B
to, odleglosci punktu B od punktu A4 i punktu AR
A od punktu B sa rowne. Stad AB=BA A, B0

Rozwazmy teraz trzy niewspotliniowe, to
znaczy nielezace na jednej prostej, punkty A4,

B, C oraz ich wzajemne odlegiosci AB, AC b)
1CB (ryc. 8.2). Widzimy, ze odlegltos¢ ktorych- A=B
kolwiek dwoch z nich jest mniejsza od sumy

pozostalych odleglosci, to znaczy AB=0

AB<AC +CB,
AC <AB+CB, Ryc.8.1.

CB<AC+AB.

Gdy punkty 4, B, C sa wspélliniowe (to C
znaczy leza na jednej prostej), to oczywiscie
wiasnosSci tej nie majg: nie kazda z odleglosci
AB, AC, CB jest mniejsza od sumy dwoOch A°
pozostalych. Gdy punkty A, B, C lezg na
przyktad w kolejnosci, jak na rycinie 8.3, wow- Ryc. 8.2.
czas

AB=AC+CB.
Spostrzezenia te sformutujmy w postaci
nastepujacej definicji odlegtosci.
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VIll. Elementy geometrii ptaszczyzny

(Na plaszczyznie okre$lono odlegtosé, gdy kazdej parze punktow 4 1B przyporza}dkowanow

liczbe AB o wiasnosciach:

1. AB> 0, przy czym AB= 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 4 = B.

2. AB=BA

3. JezeliA, B, C sa dowolnymi trzema punktami, to zawsze jest AB < AC + CB, przy czym
AB=AC + CBwtedy i tylko wtedy, gdy punkty 4, B, C leza na jednej prostej a C mig-

dzy AiB.

\ J

(" 2\
Odcinkiem AB nazywamy zbior utworzony z punktoéw A i B oraz ze wszystkich punktow

kprostej AB lezacych migdzy punktami A4 1 B.

J

{Dlugoéeiq odcinka nazywamy odleglo$¢ migdzy jego koficami. J

Uwaga. Prosta przechodzaca przez punkty A i B, odcinek o koficach w tych punktach oraz
diugos¢ tego odcinka oznacza¢ bedziemy jednym symbolem AB.

Whiosek. Punkt X nalezy do odcinka AB wtedy i tylko wtedy, gdy AX + XB=AB.

[Punkt odcinka dzielgcy go na potowy nazywamy srodkiem tego odcinka. ]
L S *
A B
Ryc. 8.4.

Whiosek. Punkt S jest Srodkiem odcinka AB wtedy i tylko wtedy, gdy AS=SB
1AS+SB=AB.

e N
Stosunkiem podziatu odcinka AB punktem P prostej AB, roznym od B, nazywamy liczbg:
a) % , gdy punkt P nalezy do odcinka 4B (ryc. 8.5 a, b).

b —% , gdy punkt P lezy na prostej AB, poza odcinkiem AB (ryc.8.5 ¢, d).

. J

a)

P A B
Ryc. 8.5.
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1. Odlegtos¢ dwoch punktow

Stosunek ten oznaczaé bedziemy literg k. Widzimy zatem, Ze:
a) k>0, gdy punkt P lezy wewnatrz odcinka AB,
b) k=0, gdy P=A. ‘
c) k<0, gdy P lezy na prostej AB, poza odcinkiem AB.

Gdy punkt P jest srodkiem odcinka AB, wowczas k = 1 (ryc. 8.6).

A P B
Ryc. 8.6.

Uwaga. Stosunek podziatu odcinka 4B punktem B jest nieokreSlony.

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Kazdy odcinek dzielony jest w danym stosunku dodatnim tylko jednym swoim punk-
tem wewnetrznym.

(J Dowdd. Gdyby bowiem odcinek AB byt dzielony w danym sto-
sunku k> 0 swoimi punktami wewnetrznymi P, i P, (ryc. 8.7),
wtedy spelniatyby one réwnosci AP,=k-P,B i AP,=k-P,B. Ryc. 8.7.

I wobec tego PyP,=|AP,—AP,|=|kP,B—kP,B|=k|P,B—P,B|=k P, P,, skad
Py P,=kP, Py, czyli(l — k)P, P,= 0. Zatem k= 11ub P, P,= 0. W obu przypadkach punkty
P, i P, pokrywaja si¢. [

PP, B

Podobnie mozna wykazac¢ kolejne twierdzenie:

Twierdzenie

Kazdy odcinek dzielony jest w danym stosunku ujemnym tylko jednym punktem pro-
stej, na ktorej lezy ten odcinek.

Przykiad 1. O punktach A4, B, C wiemy, ze: AB= 1,5, BC=6,CA = 4,5. Czy punkty te le-
73 na jednej prostej?
Rozwigzanie:

Widzimy, ze CA+AB=4,5+1,5=6=CB= BC. Zatem punkty 4, B, C leza na jednej
prostej, przy czym punkt A — mi¢dzy punktami B i C (ryc. 8.8).

c 4B B 4 C
Ryc. 8.8.
Przykiad 2. O punktach A4, B, C wiemy, ze AB=2a, BC=3a, CA = 4a, gdzie a > 0. Czy
punkty te lezg na jednej prostej?
Rozwigzanie:

Poniewaz CA=4a<5a=2a+3a=AB+ BC oraz BC<CA+AB i AB<BC+ CA,
wigc punkty te nie leza na jednej proste;.
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VIIl. Elementy geometrii ptaszczyzny

Przykiad 3. Czy istnieja punkty 4, B, C takie, ze AB=3, BC=2,CA=6?
Rozwigzanie:
Zauwaz, ze punkty te nie sg ani wspotliniowe, ani niewspoiliniowe (sprawdz to!). Za-
tem punkty takie nie istnieja.
Przyklad 4*. Punkty A4, B, C, D i E lezg na jednej prostej, w podanej kolejnosci. Wiado-
mo, ze AB=19, CE =97 oraz AC = BD. Znajdz dtugo$¢ odcinka DE.
Rozwigzanie:
7. tresci zadania wynika rowno$¢ AB+ BC=BC+ CD, skad AB=CD. Wobec tego
DE=CE-CD=97-19=178. 97
Odpowiedz: DE="78.

A 198 C D E
Ryc. 8.9.

Przykiad 5°. W trojkacie ABC polaczono wierzcholek B z punktem D potozonym na bo-
ku AC. Wykaz, ze AB+BC—-AC< 2BD.
Rozwigzanie:

Punkty 4, B i D sg niewspolliniowe (ryc. 8.10) oraz punk-
ty B, D 1 C sg niewspolliniowe. Zachodza wigc nieréwnosci: ¢

AB<AD+ BD,

BC<DC+ BD.
Po dodaniu ich stronami otrzymujemy nierownos¢
AB+BC<AD+DC+2BD=AC+ 2BD,
i ostatecznie nierOWnos¢ A B
AB+BC—-AC<2BD. Ryc. 8.10.

Wiemy juz, jak obliczy¢ odlegtos¢ dwoch punktow na osi liczbowej (roz. I'V: Wartosc
bezwzgledna liczby rzeczywistej). Przypomnijmy zatem, ze jeSli A =(x,), B=(x,), to
AB=|x,—x,|. Pokazuja to ryciny 8.11 na nast¢pnej stronie.

Rozwazmy teraz dowolne dwa punkty \

A i B na plaszczyznie z prostokatnym ukiadem s Y 7
wspolrzednych, czyli A = (x,,y,), B=(x2,y2).
Wowczas na mocy twierdzenia Pitagorasa
zastosowanego do trojkata ABC (ryc. 8.12.)
otrzymujemy: A=(x1y1) T
5 2 2 . |12
AB*=|x,=x,| +|y1—ya|, czyli
AB= (x,=x:) + (y1-y2), boa| =, oo X2 v
1 ostatecznie
2 2
AB= [(xi=x:) + (y1-ys).
Ryc. 8.12.
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1. Odlegto$¢ dwoch punktow

X27X1
"
S U 3
0 A(xr) B(x2)
XIKXZ
fa
S S, \—
[ ‘:
—— I
0 B(x2) A(x1)
X1—X2
A -
(e oh
| - y + >
B(x2) 0 A(x1)
X2—x
- x
A(x1) 0 B(x2)
XZTXI
/" “/‘Vlk
-
+ + + ;, ’:7 \ B
A(xy) B(x2) 0
lexz
A —xj
B(x2) A(x1) 0
Ryc. 8.11.

Whiosek. Jesli 4 = (x,,y,), B=(x,,y,), to AB= /(xl—x2)2+ (yl—yz)z.

Przyklad 6. Oblicz diugos¢ odcinka AB, gdy A =(-2,1), B=(2, - 3).
Rozwigzanie:
Ze wzoru na odlegtos¢ dwoch punktow otrzymujemy:

AB=[(~2- 20 +(1- (- D) = [(~4) +27 = [22(22+ 1) =25

309



VIII. Elementy geometrii ptaszczyzny

Przykiad 7. Punkty A =(1,2), B=(4,
jego obwad.
Rozwiazanie:

—-3),C=1(0,1) sg wierzchotkami trojkata. Oblicz

Wyznaczamy najpierw dtugosci bokow tego trojkata. Mamy:

AB= J(1-4

F(2-(=3) = (-3 +5=/9+25= /34,

/42

BC= /4 0 + (=3 1)

= =42,

CA=J(0-1f+(1-2) = /(=1 +
Zatem obwdd tego trojkata wynosi
AB+BC+CA=/34+4,

A 1=/2,

2+./2=5/2+/34.

Przykiad 8. Wykaz, ze Srodkiem odcinka AB, gdzie 4 = (x;,y,), B=(x,,y,), jest punkt

S:<X1+X2 )’1+y2>.

2 72
Rozwigzanie:
Nalezy wykazac, ze AS=SB i AS+SB=AB.
Obliczamy:
As= / _x1+x2)2+ _y1+y22_ xl—x22+ yl—y2>2
‘v(xl 2 (yl 2)‘(2)<2 ’
2

2
+ +
SB= /(—x‘2x2 —x2> +(—y12y2

Wowczas widzimy, ze AS=SB oraz

2
_yz) _

(=52

2 2
_ X=X, Yi—=)2 _
AS+SB_2/( n) (252

2

= J(xi=x2) + (yi=y>) =AB.

/4, (=52 + (=ys)
4

Przyktad 9. Punkty P=(-1,3)1 Q= (4, - 2) sg wierzchotkami kwadratu. Oblicz obwod

tego kwadratu.
Rozwiazanie:
Moga zajsS¢ tutaj dwa przypadki:

1. Odcinek PQ jest bokiem tego kwadratu. Wtedy obwod danego kwadratu obliczymy

nastepujaco

4-PQ=4- [(-1-4f +(3-(-2)f =4- (=5  +5° =

=20,2.

2. Odcinek PQ jest przekatng tego kwadratu. Wowczas jesli a oznacza dtugos$¢ boku dane-

g0 kwadratu, to oczywiscie zachodzi réwnosé a /2 = PQ, skad a =

kany zas§ obwod wynosi4 - 5 = 20.

PO _5/2
22

=5, szu-

Uwaga. Odleglos¢ w dowolnym zbiorze okreslamy, podobnie jak na ptaszczyznie.
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1. Odlegto$¢ dwach punktow

(Méwimy, 7e w zbiorze X okreslilismy odleglos¢, jezeli kazdej parze elementow 4 1B tegow W
zbioru przyporzadkowali$my jedna liczbg nieujemna AB, zwang odlegtoscia pierwszego
elementu od drugiego, przy czym:

1. Jezeli A € X i BE X, to AB=0wtedy i tylko wtedy, gdy 4 = B.
2. Jedli Ae X iBe X, to AB=BA.

\3‘ Jesli AeX,BeXiCeX,to AC<AB+BC.

Przyklad 10. Kazdemu obszarowi lesnemu odpowiada Scisle okreslony zbior gatunkow
drzew wystepujacych na tym obszarze. Umowmy sig nazywaé obszarem leSnym kazdy
zbior gatunkow drzew.

Rozwazmy dwa obszary lesne A i B. Przyjmijmy oznaczenia:

a — liczba gatunkow na obszarze 4,

b — liczba gatunk6w na obszarze B,

w — liczba gatunkow wystepujacych na obu tych obszarach.

Przyporzadkujmy parze A, B liczbe AB okreslong wzorem

a+b-2w
) A= =W

Mozna dowiesé, ze odwzorowanie to spetnia wszystkie wiasnosci odlegtosci w zbiorze.
Liczba AB okre$lona wzorem () jest wige odleglo$cia w zbiorze obszar6éw lesnych. Odle-
glosé te nazywa si¢ odlegloscig gatunkowa obszarow le$nych. Podany wzor na t¢ odlegtos¢
stuzy biologom do oceny roznic i podobiefistw gatunkowych dwoch konkretnych obszarow

leSnych.

Pytania i zadania ﬁ\’%&
1. Czym jest odleglos§¢ na plaszczyZnie i jakie ma ona wlasnosci?
2. Kiedy trzy rozne punkty A, B, C sa:
a) wspotliniowe, b) niewspotliniowe?
Co to jest: a) odcinek, b) diugos¢ odcinka?
Kiedy punkt X nalezy do odcinka AB?
Co to jest stosunek podziatu odcinka punktem?
Wiadomo, ze AB= 2, BC= 1. Czy odleglos¢ AC moze by¢ rowna:
a) 2, b) 4?
7. Czy istnieje taka liczba a, dla ktorej punkt B lezy migdzy punktamiA i C, gdy:
a) AB=2a+1,BC=-3a+7,AC=1;
b) AB=5a+1,BC==2a+3, AC=3a+4;
¢) AB=3a—-4,BC=7,AC=3a+1;
d)AB=,2,BC=5/2a-1,AC=/2a+3?
8. Wiadomo, ze AB=10. Czy punkt C nalezy do odcinka AB, gdy:
a) AC=3, BC=T,;
b) AC=/5, BC=/6;

ANl o
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VIIl. Elementy geometrii ptaszczyzny

c) AC=0;
d) AC=10;
e) AC=,2, BC=/8.
9. Punkty 4, B, C, D s3 wierzchotkami czworokata (ryc. 8.13.). b
Wykaz, ze AD+ DB>AC+ CB.
10. Udowodnij, ze jezeli punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC,
to PA+ PB+ PC<AB+BC+ CA.
11. Kwadrat ABCD o boku 2 i kwadrat DEFG o boku 1 stoja C
jeden za drugim na boku AG kwadratu AGHI o bo- M "
ku 3 (ryc. 8.14.). Poréwnaj diugosci famanych: AEFB
i CGDH. Ryc. 8.13.
12. Udowodnij, ze diugos$c¢ kazdej przekatnej czworokata jest
mniejsza od potowy jego obwodu. B — ¢
13. Wykaz, ze suma przekatnych czworokata jest mniejsza od T
jego obwodu, zas wigksza od polowy tego obwodu. Ef o F
14. Podaj wzor na odlegto$¢ dwoch punktow: //
a) na osi liczbowej; A= D G
b) na plaszczyznie wspotrzednych.
15. Wspotrzedne wierzchotkow kwadratu sa rowne albo 0, al-
bo 1. Niech A4 bedzie §rodkiem jednego z jego bokow. Ob-
licz odlegios¢ punktu A od Srodkéw kazdego z pozosta-
tych bokow.
16.Znajdz obwod trojkata o wierzcholkach: A =(4,0),
B=(2,4),C=(-2,-2). P o

17.Niech A4, B, C, D beda wierzchotkami kwadratu, O jego Ryc. 8.14.
srodkiem, a P dowolnym punktem. Wykaz, ze wyrazenie
PA’+ PB*+ PC* + PD* - 4PO? przyjmuje stala warto$é.

18. Udowodnij, ze suma kwadratow odleglo$ci dowolnego punktu od wierzchotkow prze-
ciwlegtych A4 i C prostokgta ABCD rdéwna jest sumie kwadratow odleglosci tego
punktu od wierzchotkoéw B i D.

19.Dane sg punkty A4 =(x;,y,) i B=(x,,y,). Wykaz, ze punkt P=
nalezy do odcinka 4B i dzieli go w stosunku 2: 1.

20. Rozwazmy zbidr trzech obszaréw lesnych:

A = {$wierk, limba, kosodrzewina},
B= {buk, sosna, $wierk, jawor, modrzew},
C = {buk, jawor, lipa, klon}.
a+b-2w
at+b-w
okresla w tym zbiorze odleglosc.

X1+2X2 y1+2y2
3 3

Sprawdz, ze wzér AB= (oznaczenia jak w przykladzie 10 na str. 311)

21". Wykaz, czy powyzszy wzor okresSla odleglosé w kazdym zbiorze obszaréw lesnych.
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2. Okrag i kofo

2. Okrag i koto

Obierzmy na plaszczyznie pewien punkt O i liczbe dodatnig r.

o

Okregiem o srodku O i promieniu r nazywamy zbior wszystkich punktow P na plaszczyz-
nie, ktorych odleglo$¢ od punktu O jest rowna r (czyli OP=r; ryc. 8.15).

Okrag o srodku O i promieniu r oznacza¢ bedziemy przez C (O,r)
Cieciwa okregu nazywamy odcinek, ktorego konce leza na okregu. Cigciwa okregu
przechodzaca przez jego Srodek nazywa si¢ Srednicg okregu (ryc. 8.16).

Whiosek. Srednica okregu jest dwa razy dtuzsza niz promiei.

Lukiem okregu nazywamy zbior wszystkich punktow tego okregu lezacych migdzy
dwoma danymi punktami tego okrggu wraz z tymi punktami. Punkty te nazywac bedzie-
my koficami tuku. Luki oznaczaé¢ bedziemy znakiem ~. Gdy koncami tuku sg punkty
A 1B inalezy do niego pewien punkt C, wowczas Tuk ten oznaczymy przez ACB (ryc. 8.17).

P
PQ - cigciwa
AB - srednica

Ryc. 8.15. Ryc. 8.16. Ryc. 8.17.

Dwa rézne punkty na okrggu wyznaczaja dwa tuki uzupetniajace si¢ do calego okregu.
Sa nimi na przyktad tuki ACB i ADB (ryc. 8.18).

Luki te nazywamy tukami opartymi na cieciwie AB. FLuk wyznaczony przez konce Sred-
nicy okregu nazywamy polokregiem.

Dwa okregi 0 wspOlnym §rodku nazywamy okr¢gami wspotsrodkowymi albo koncen-
trycznymi (ryc. 8.19).

Gdy dotgczymy okrag do figury utworzonej z wszystkich punktow ptaszczyzny, ktorych
odleglosci od jego $rodka sa mniejsze od diugoSci promienia tego okregu, to otrzymamy
figure zwana kotem (ryc. 8.20).

B
Ce b
"

D
Ryc. 8.18. Ryc. 8.19. Ryc. 8.20.
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VIIi. Elementy geometrii ptaszczyzny

SR

Kotem o §rodku O i promieniu r nazywamy zbior wszystkich punktéw P na plaszczyznie,
ktorych odlegtosci od punktu O s nie wigksze od liczby r (czyli OP<r).

J

Zbior wszystkich punktow, ktoérych odleglosci od Srodka ko-
ta sg mniejsze od dtugosci promienia, nazywamy wnetrzem kofa
(ryc. 8.21).

Cieciwg kota nazywamy cigciwe okregu tego kota, a Sredni-
cg kola jest Srednica okregu tego kota (czyli okregu o tym
samym $rodku i promieniu).

Koto o srodku O i promieniu r bedziemy oznaczali przez
K(O,n.

Ryc. 8.21.

Cze$é kola zawartg miedzy cieciwg a tukiem okregu tego kota nazywamy odcinkiem kofa,

a cze$é kota zawarta migdzy dwoma promieniami a tukiem okregu tego kofa nazywamy

wycinkiem kota.

odcinek kota wycinek kola

Ryc. 8.22.

Twierdzenie

Odleglosé dowolnych dwoch punktéw kota jest nie wigksza od Srednicy tego kofa.

(J Dowdd. Jesli 4 i B beda dowolnymi punktami kofa K(O,n),
to OA<r i OB<r. W trojkagcie AOB zachodzi wigc
nieréwno$¢ AB< AO+ BO (ryc. 8.23). Stad

AB<AO+ OB=0A+OB<r+r=2r. [J

Rownanie okregu, nierdéwnos¢ kofa

Niech §rodek O okregu C(O,r) o promieniu r ma wspol-
rzedne a, b, to znaczy O = (a,b), zas P = (x,y) niech bedzie do-

~ wolnym punktem tego okrggu. Zatem OP=r, co wedlug wzoru

na odlegto$¢ dwoch punktdow na plaszezyznie wspoirzgdnych

prowadzi do rownania ﬂ xX- a)2 + ( V= b)2 =r, czyli do rownania
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2..Okrag i kofo

(+) (x—a)2+(y—b)2:r2.

Mowimy, ze rownanie (+) jest rownaniem okregu o srodku (a,b) i promieniu 7 lub ze
réwnanie to przedstawia okrag.

Na przyklad: , ,
— rownanie (x— 1) +(y—2) = 4 przedstawia okrag o srodku (1,2)1ipromieniu 2;
— rownanie x> +y*=r?jest rtownaniem okregu o Srodku (0, 0) i promieniu r.

Rownanie (x) jest rownowazne kolejno rownaniom:

x2=2ax+a’*+y*=2by+b*=r?,
x?+y’ = 2ax—2by+ (a2+ b*- rz) =0.

Podstawiajac w tym ostatnim rownaniu a”+ b*—r*=c, otrzymujemy rownanie
() x’+y’=2ax—2by+c=0.

Na przyktad: , ,
— réwnanie (x—1) +(y—2) =4 mozemy napisa¢ w postaci: x’+y’—=2—4y+1=0,
— rownanie (x+ 1)2 +(y- 3)2 = 1 jest rownowazne rownaniu x”+y’+2x—6y+9=0.

Powstaje pytanie, czy dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ rtéwnanie
x?+y*—2ax—2by+c¢=0
przedstawia okrag? Poniewaz jest ono réwnowazne rownaniu
(%) (x—a)2+(y—b)2=a2+b2—c, wiec:

— jesli a>+b’—¢>0, to istnieje liczba dodatnia r taka, ze r=/a’+b’~c; réwnanie
(#+x) jest wtedy rownowazne réwnaniu () i rzeczywiscie przedstawia okrag
C((abhr)

— jesli a*+b*—c=0, to réwnanie (x++) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x=a
i y=b; przedstawia wi¢c ono jeden punkt (a,b);

— jesli wreszcie a*+b*—c<0, to rownanie (x+x) nie spetnia zadna para (x, y) liczb
rzeczywistych.

Zachodzi wiec nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie
Roéwnanie x>+y*—2ax—2by+c=0 przedstawia okrag wtedy i tylko wtedy, gdy
a*+b*—c> 0; promieniem tego okregu jest liczba /a’+b* - ¢, a srodkiem — punkt (a,b).

Przyklad 1. Rownanie x”+y° — 2x+ 4y — 4 = 0 przedstawia okrag o srodku (1, = 2)ipro-
mieniu r= \/;+ (—2)2+ 4=3,

" Przyklad 2. Rownanie x’+y°+x—y=0 przedstawia okrag o Srodku -1 1} i promie-
y=0p g 3] ip

niu r=/<ié>+(%>—02 %z@
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Podobnie punkt P=(x,y) jest dowolnym punktem kola o srodku O= (a,b) i promie-

niu r wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia nieréwnos¢ OP< r. Oznacza to, ze jego wspotrzedne

XY

spelniaja nierowno§é / (x- cz)2 +(y- b)2 <, czyli nier6wnos$¢ (x — a)2 +(y- b)2 <r’.

Mowimy wiec, ze nierdwnoS¢ ta przedstawia koto o §rodku (a,b) i promieniu 7. Na

przykiad: , ,
— nieréwnos¢ (x+ 1) + (y— 1) < 1 jest nieréwnoscia kota o srodku (1, 1) i promieniu 1;

nierownos¢ x* +y° < 4 opisuje koto o srodku (0, 0) i promieniu 2.

Pytania i zadania

1.

316

Podaj definicje:

a) okregu i kota o Srodku O i promieniu r;

b) cigciwy i Srednicy okregu i kola;

¢) odcinka i wycinka kofa.

Jakie rownanie opisuje okrag o §rodku (a,b) i promieniu r, a jaka nieroOwnoS§¢ opisu-
je koto o Srodku w tym punkcie i 0 tym promieniu?

Majac dane dwa punkty 4 i B nakresl okrag o Srodku A4, przechodzacy przez punkt B.
Dany jest punkt A i liczba dodatnia r. Gdzie leza Srodki wszystkich okregéw o promie-
niu r, przechodzacych przez punkt 4?

Znajdz srodki i promienie okregdw i kot:

a) X7+ (y+ 1) = 4 b) (x— 1) +y’<3; c)(x—2)2+(y+2)2:9;
d)x2+y> =2+ 2 +2=0;  e)x’+(y—1y<5  f)(x- 1)+ (y+ 1) < 16;

g)x2+y2—x—y+%<0; h) x’+y*+4x<0; i)x*+y’—4x—4y-8<0.

. Zbadaj, czy punkt P lezy wewnatrz kola, czy na zewnatrz kola, czy tez na okregu tego

kofta:

a) P=(=3.5), (x—=4Y+y’<16;  b)P=(0,- 1), x’+y’<2;

)P=2.1), (x=1y+(y+1)°’<5 d)P=(-1,0), x’+y’—x-y<0.

Z punktu A okregu C(O,r) poprowadzono dwie prostopadle cigciwy AB i AC. Udo-
wodnij, ze BC jest Srednica tego okrggu.

Na okrggu o promieniu 7 obrano trzy rézne punkty i polgczono

je cieciwami. Udowodnij, ze suma diugosci tych cieciw jest

mniejsza od 6r.

Na tancuchu przymocowanym w punkcie § przy parkanie B

a uwigzana jest koza K (ryc. 8.24). Zaznacz obszar, z ktérego ko- S
za moze wyskubac trawe.

N

Ryc. 8.24.



3. Odlegtos$¢ punktu od prostej

3. Odlegtos¢ punktu od prostej

o

Odleglo$cia punktu od prostej nieprzechodzacej przez ten punkt nazywamy dlugos¢ naj-
krotszego odcinka, ktorego jednym koficem jest dany punkt, za$ drugim — punkt nalezg-
cy do tej prostej (ryc. 8.25).

P

Odlegtoscia punktu od prostej przechodzgcej przez ten punkt
/\ jest liczba 0 (ryc. 8.26).
o I P i
Ryc. 8.25. Ryc. 8.26.

Twierdzenie

Odlegtos¢ punktu P od prostej / (gdy P & [) réwna jest dtugosci odcinka prostopadie-
go do danej prostej, ktorego jednym koncem jest punkt P, a drugim — punkt nalezacy do
prostej I. Gdy P € [, to odleglos¢ ta jest rowna 0.

(J Dowod. Niech PQ, gdzie P& 1, Q€ l, bedzie odcin- P

kiem prostopadlym do prostej /. Dla kazdego punktu R /\
prostej [ roznego od Q tréjkat PQOR jest prostokatny. N

W trojkacie tym PQ jest przyprostokatna PR zaS$ — prze- Q0 R l
ciwprostokatna. Stad PQ< PR, bo PQ’+QR’=PR* (na Ryc. 8.27.

mocy twierdzenia Pitagorasa).
Gdy P €[, to oczywiscie odlegtos¢ punktu P od prostej / jest rowna 0.0)

Wiemy juz, ze kazde rownanie liniowe z dwiema nicwiadomymi x iy, to jest rownanie
postaci (#) Ax+By+C=0, gdzie liczby A i B nie sg J: ne zeru (co mozna zapisac
A+ B*#0), przedstawia lini¢ prosta. Mozna rownie? w» - 2.ac, ze, na odwrot, kazda pro-
st plaszczyzny mozna przedstawic za pomocg rownania (x). Obecnie udowodnimy naste-
pujace twierdzenie:

T i

Twierdzenie
Odlegtos¢ d punktu P=(xo,yo) od prostej / o rownaniu Ax+By+C=0, gdzie
A*+ B*# 0 wyraza si¢c wzorem
- |AXO+Byo+ Cl

[+ B

O Dowdéd. Zatézmy, ze B#0 i A #0. Wtedy rownanie Ax+ By+ C=0 jest rtownowaz-
ne rownaniu
A C
(DHy=——=x——.
(Dy=-Fx=3
— Piszemy rownanie prostej k prostopadiej do prostej / i przechodzgcej przez punkt P.
Jest ono postaci:
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VIII. Elementy geometrii ptaszczyzny

B A B
(2) y= Z(X—X()> +Yo, bo —E : Z =—1
— Znajdujemy wspolrzedne punktu Q przecie-
cia si¢ prostych k i /. W tym celu rozwiazuje-

my uktad rownan (1) i (2), a wigc uktad:

oA, C

B B
y=8 (x-x0) 4y
B |

Otrzymujemy kolejno réwnowazne jemu
uktady rownan:

—(x—x0)+y05—éx——
A B" B
l,._4, €
Y=g
B . 4._B, _ _C
ATTBYTT AT
4. C
yE-pA- g
A’+B? _B. _C
AB AT g
A _C
yE- B 5
__AB (Ex _£>
A2+ B2 A7 Yo~ g
<__é._f4§_<£x _£>_9
B 4+ \ A "B B
B 4B AC
A+ A+ A+ B
___AB A BC
U 2 B
Stad
(oA 4B AC
T B i) A
|,y 4B B> BC
Y e B T B YT 424 B? i ostatecznie
Jx—x0=~A2+B2(Ax0+ByO+C)
y—yoz—m(Ax(ﬁBy(ﬁC).
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3. Odlegtos$é punktu od prostej

Wyznaczamy diugo$¢ odcinka PQ (jest to szukana odlegto$¢ punktu P od proste;j /).
Otrzymujemy:

PQ=/(x=x0) +(y=yo) =

=/( 4 (AXQ+Byo+C))2+<— B (Axo+Byo+C)>=

A+ B’ A*+B?
2 2 2
= [(Axo+ By, + C) A —+ B -|= (Ax°+sz°J2rC) =
(A2+B2) <A2+B2) A°+B
:|AX()+By0+C|

JA*+B?
Zatozmy teraz, ze B=0. Wtedy oczywiscie A # 0. Roéwnanie Ax+By+C=0 pro-
stej [ ma wowczas prostsza postac: Ax+C=0, czyli x=— %, a odlegto$¢ d punktu
P(xy,y,) od prostej [ wynosi

Xo+ %\z [ Axo+C| = [ Axot Oyot €| (ryc. 8.29).

| Al J A+ 02

Gdy wreszcie A =0, wtedy B#0. Rownanie Ax+By+C=0 prostej/ ma postac

d=

By+C=0,tojesty=— %, natomiast odlegto$¢ d punktu P(x,,y,) od prostej [ otrzymamy

w nastepujacy sposob:
C| |By,+C| [0xo+By,+C|
d=|yo+ —. = = (ryc. 8.30). [J
"B |B| /0% +B?
ty by P(x0; y0)
_ d=|yo+ 5l
d=|xo+ %] y=-¢ -
) = Q(-5:y0) c
P(x0;y0) 0(xo; _E)
0 X 0 X
c=_C
A
Ryc. 8.29. Ryc. 8.30.
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VIII. Elementy geometrii ptaszczyzny

Przyktad. Oblicz odlegtoSci punktu P =(1,2) od prostej 3x—4y+1=0.
Rozwigzanie:
Do wzoru

_ IAX0+BY()+ CI
JA*+B?

podstawiamy x,=1, y,=2, A=3, B=—4, C=1 iotrzymujemy

d

d_|3-1+(—4)-2+1|_|3—8+1|_£

/324 (- 4)? /25 5

Odlegtos¢ punktu od figury

Wiesz juz, jak okresli¢ odleglos¢ punktu od prostej. A jak rozumieé odleglo$¢ punktu
od innego zbioru punktow?

Na przyktad:

- odleglos¢ srodka okregu o promieniu r od tego okregu jest rowna r ;
— odleglos¢ srodka kofa od tego kota jest rowna zeru; podobnie odleglosé dowolnego
punktu P okregu C(O,r)od kota K (O,r) jest rowna zeru.

Odlegtoscig punktu P od danego zbioru punktow (figury) jest liczba najmniejsza wsrod
odlegtosci punktu P od kazdego punktu tego zbioru. Gdy takiej liczby nie ma, problem ten
jest bardziej skomplikowany i wykracza poza ramy naszego podrecznika, wigc nim sie zaj-
mowac nie bedziemy.

Pytania i zadania

1. Jak okresla si¢ odleglos¢ punktu od prostej? Czym jest ta odleglo$c¢?

2. Podaj wzor na odleglos¢ punktu P=(x,,y,) od prostej o rownaniu Ax+ By+ C =0,
gdzie A°+B*#0.

3. Wiemy, ze punkt 4 lezy wewnatrz prostokata.

a) Udowodnij, ze suma odleglosci punktu A4 od bokow prostokata jest mniejsza od su-
my odleglosci punktu 4 od wierzchotkéw tego prostokata.

b) Wykaz, ze suma odlegloSci punktu 4 od bokow prostokata jest rowna potowie ob-
wodu tego prostokata.

4. Wiemy, ze punkt A lezy wewnatrz trojkata. Udowodnij, Ze suma odlegtoSci punktu 4

od bokow jest mniejsza od sumy odleglosci punktu 4 od wierzchotkdw tego trojkata.

5. Wewnatrz trojkata rownobocznego obrano dowolnie punkt P. Wykaz, ze suma odle-
glosci punktu P od bokéw tego trojkata jest stata.

6". Na prostokacie o bokach a i b opisano okrag. Udowodnij, ze suma kwadratow odle-
glosci kazdego punktu tego okregu od prostych zawierajacych boki tego prostokgta
wynosi a’+b*.

7. Oblicz odleglos¢ punktu P od prostej, gdy:

a) P=(1,2), prosta ma rownanie 3x—4y+ 1 =0,
b) P=(-2,3), prosta ma rownanie x—y+5=0.
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4. Wzajemne potozenie okregu i prostej

4. Wzajemne potozenie okregu i prostej

Postugujac si¢ pojeciem odlegtosci punktu od prostej, zbadamy wzajemne polozenie
okregu i prostej. Odlegtos¢ Srodka okregu od prostej moze byc:
a) wigksza od diugoSci promienia okregu,
b) rowna dlugosci promienia okregu,
¢) mniejsza od dfugo$ci promienia okregu.

Wezmy wiec okrag C (O, r)iprosa [. Odlegtos¢ punktu O od prostej / oznaczmy przez d.

Twierdzenie 1.
Okrag C (O,r) i prosta [ nie maja punktu wspolnego wtedy i tylko wtedy, gdy d > r.

UJ Dowod. !

a) Zalozmy, ze prosta [ i okrag C(O,r) nie maja punktu
wspolnego. Oznacza to, ze wszystkie punkty prostej / le-
73 poza okreggiem, a zatem ich odlegtosci od jego Srodka
sa wigksze niz . Wobec tego rowniez odleglos¢ srodka
O tego okregu od prostej / jest wigksza od r. Stad d > r.

b) Na odwrét, niech d>r. Oznacza to, ze najkrotszy z od-
cinkow, ktorych jednym koncem jest Srodek O okrggu
C, adrugim - punkt prostej /, jest dtuzszy od r. Dowodzi
to, ze wszystkie punkty prostej / sa odlegte od O o wigcej
niz r. Zaden z nich nie nalezy wigc do okregu C. Wobec
tego prosta/ i okrag C nie maja punktu wspolnego. [J Ryc. 8.31.

Twierdzenie 2.
Okrag C(O,r) iprosta | maja jeden punkt wspdlny wtedy i tylko wtedy, gdy d=r.

() Dowod. i

a) Zal6zmy, ze prosta/ iokrag C (O,r) maja jeden punkt wspol-
ny P. Jego odleglod¢ od punktu O jest zatem réwna diugosci
promienia r. Kazdy inny punkt Q# P prostej/ lezy poza okre-
giem C, wigc jest odlegly od O o wigcej niz r. Oznacza to, ze
sposrod wszystkich odcinkow taczacych srodek O okregu C
z punktami prostej / odcinek OP jest najkrotszy. Stad wynika,
ze d=OP=r.

b) Zalézmy, ze d=r. Prowadzac ze Srodka O okregu C prosta
prostopadla do /, otrzymamy punkt P wsp6lny proste;j / i okre-
gu C. Wobec tego OP=r, czyli OP=d. Odleglos¢ kazdego in-
nego punktu Q prostej/ od O jest wigksza od r (czyli OQ> OP),
zatem punkt Q lezy poza okregiem C. Punkt P jest wigc jedy-
nym punktem wspolnym prostej / i okrggu C. [J Ryc. 8.32.
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Prosta, ktora ma tylko jeden punkt wspdlny z okregiem, nazywamy styczng do okregu, zas
punkt ten — ich punktem stycznoSci (ryc. 8.33).

a—

Whiosek 1. Promien okregu poprowadzony do punktu stycznosci tego okregu z prosta jest
prostopadly do tej proste;j.

Whiosek 2. Przez dany punkt okrggu mozna poprowadzi¢ tylko jedng styczna.
l l

0>

Ryc. 8.33. Ryc. 8.34.

Twierdzenie 3.
Okrag C(O,r) iprosta | majg dwa punkty wspdlne wtedy i tylko wtedy, gdy d<r.

(J Dowdd.

a) Zalozmy, ze okrag C ma z prosta / dwa punkty wspol-
ne: Q1 Q, (ryc. 8.34). /
Wtedy OQ,= O0Q,=r, natomiast d=0OP<OQ,=r.
Wowczas rzeczywiscie d < r.

b) Zalézmy teraz na odwrot, ze d<r. 0

Odt6zmy na prostej/ z obydwu stron punktu P odcinki
PQ, 1 PQ, o dlugosci r i potaczmy ich konce Q,1Q, ze
srodkiem O okregu C. Poniewaz PQ,=PQ,=r, wiec 4P
0Q,= 0Q,>r (dlaczego?). Oznacza to, ze punkty O, 1 O,
leza poza okregiem C, ale jednocze$nie punkt P lezy we-
wnatrz kola o okrggu C (ryc. 8.35). Wobec tego oczywiste 0>
jest, ze odcinki PQ; i PQ, maja z okrggiem po jednym
punkcie wspolnym. Koficzy to dowdd twierdzenia, ze pro-
sta/ ma z okregiem C dwa punkty wspdlne. [J

Ryc. 8.35.

[Prostq, ktora ma z okregiem dwa punkty wspdlne, nazywamy sieczng tego okregu. )
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Przykiad 1. Okresl wzajemne potozenie prostej o rownaniu 2x—y+ 1 =0 i okregu o row-
naniu (x- 1)2+ (y- 2)2: 1.
Rozwigzanie:

Okrag ten ma promien 1, a Srodek w punkcie (1, 2). Odlegto$¢ tego punktu od danej
prostej wynosi

2-1+(=D-2+1] 1
d = = e s
224 (= 1)? /5
jest wigc ona mniejsza od promienia naszego okregu.
Wobec tego dana prosta przecina ten okrag w dwoch punktach.

Przykiad 2. Wykaz, ze prosta o rownaniu x—y=0 jest styczna do okregu o rOwnaniu
x*+y*+2x-2y=0.
Rozwigzanie:

Rownanie

x*+y*+2x-2y=0 jest rtbwnowazne rownaniu

(x2+ 2x+ 1) + (y2— 2+ 1) =2, czyli rbwnaniu

(x+ 1)2+ (y- 1)2= 2.

Przedstawia wigc okrag o srodku (-1, 1) i promieniu /2. Odleglos¢ punktu (- 1,1)
od prostej x—y=0 wynosi
~'1-(—1)+(—1)<1+0‘_ 2

- \/E 9
/124 (= 1) v/2
czyli tyle, ile promien danego okregu. Zatem prosta o rownaniu x—y =0 jest styczna do
okregu o rownaniu x*+y*+2x-2y=0.

d

Pytania i zadania

1. Omow wzajemne polozenie okregu i proste;j.

2. Co tojest: a) styczna do okregu, b) sieczna okregu?

3. Jaki znasz zwigzek mig¢dzy styczng do okregu a promieniem poprowadzonym do punk-
tu stycznosci?

4. Okresl wzajemne polozenie prostej i okregu, majac ich rOwnania:

2
A)x—y—1=01(x+1) +y*=2;
b)—2+y—1=0 i (x= 1) + (y+ 1) =4;
Q) xty—1=0ix’+(y=3) =1.

5. Wykaz, ze wsrod odcinkow taczacych dany punkt ptaszezyzny z punktami okregu naj-
dtuzszy jest ten odcinek, ktory przechodzi przez srodek okregu, a najkrotszy ten, kto-
rego przedluzenie przechodzi przez ten Srodek.

6. Udowodnij, ze jezeli dwie proste przechodzace przez punkt P poza danym okregiem
sa styczne do tego okregu w punktach A4 i B, to odcinki PA 1 PB sa rownej dlugosci.
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5. Wzajemne potozenie dwoch okregow

Dwa okregi majace wspolny srodek nazywaja sie, jak juz wiemy, okregami wspotsrod-
kowymi albo koncentrycznymi. Gdy dwa okregi maja rozne Srodki, to nazywamy je okre-
gami niewspolsrodkowymi albo ekscentrycznymi. Prosta, ktora wyznaczajg srodki dwoch
okregow niewspotsrodkowych, nazywamy linia §rodkéw tych okregow.

Zbadamy wzajemne potozenie dwdch okregéw niewspotSrodkowych.

Rozwazmy zatem dwa okregi: C,(Oy,r)) i C,(0,,r,) o roznych srodkach O, i O,
oraz liczby ri—r,, ri+r, i 0,0, (odlegtos¢ srodkow tych okregdw). Przyjmijmy tez, dla
ustalenia uwagi, ze r,>r,. Wzajemne polozenie okregow C, i C, okreSlimy w zalezno-
$ci od tego, w jakiej odlegtosci od siebie lezg ich Srodki, a dokladniej, w jakiej relacji po-
zostaje odlegtos¢ 0,0, ich Srodkow wzgledem liczb ri—r, 1 ri+7,.

Poniewaz zawsze ri—r2<ri+ra, wiec rozwaza¢ bedziemy nast¢pujace zwigzki:
0,0,<r,—=ry; O,0,=r—r1y;, 11—=12<0,0:<r+1y; O10,=r1+ry;, O10,>r+7,.

Oczywiscie, gdy r,=r,, to pierwszych dwoch z wymienionych zwigzkOw nie
rozpatrujemy, gdyz O, # O,, za$w trzecim zwiazku lewa nierdwnos¢ jest oczywista.

Wzajemne potozenie dwoch okrggéw sformutujemy w postaci kilku twierdzen.

Twierdzenie 1.

|
| Okregi C, i C,nie maja punktu wspolnego wtedy i tylko wtedy, gdy O10:<|r1—r2]
[ll,lb O§02>I’1+I"2.

() Dowod. Zatozmy najpierw, ze okregi C1 i C» nie maja punktu wspolnego. Wtedy:
a) albo okrag C, lezy wewnatrz kota o okregu C, (ryc. 8.36),
b) albo okregi te lezg jeden na zewnatrz drugiego (ryc. 8.37.).

W przypadku pierwszym wszystkie punkty okregu C, sa odlegte od O, o mniej niz r,
a wigc takze punkt P okrggu C, i linii sSrodkow O, i O..

Stad O,0,=0,P-0,P<ri—O,P=r,—r,.

W przypadku drugim wszystkie punkty okregu C, sa odlegle od O, o wigcej niz r,,
a wigc takze punkt P okregu O, i linii Srodkow O, 1 O,.

Wobec tego O,0,=0, P+ PO,>r+PO,=r+r>.

Cq G
&)
01 0, \p O r | Pl rn 0,
: " : /
> !
Ryc. 8.36. Ryc. 8.37.
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5. Wzajemne potozenie dwdch okregow

Zal6zmy teraz, na odwroét, ze O10,<r;—r, lub O,02>r+71,.

Niech P bedzie nadal punktem okregu C, i linii Srodkow O, i O, okregow C, i C».

W przypadku pierwszym O,P=0,0,+ O, P<r,—r,+r,=r,, wigc punkt P lezy we-
wnatrz kota o okregu C,. Ale odcinek O, P jest najdtuzszy sposrod wszystkich odcinkow
taczgcych Srodek O, z punktami okrggu O, (zad. 5, str. 323), wobec tego dla kazdego
punktu Q roznego od P okregu C, zachodzi nieréwnos¢ O, Q< O, P <r,. Zatem okrag C,
lezy wewnatrz kota o okregu C,.

W przypadku drugim O, P=0,0,—PO,>r +r,—r,=ri, przy czym odcinek O, P
jest najkrotszy sposrod wszystkich odcinkow taczacych Srodek O, z punktami okregu Co.
Zatem dla kazdego innego punktu Q okregu C, zachodzi nieréwnos¢ O,Q> O, P>r.
Oznacza to, ze okregi C, i C, lezg jeden na zewnatrz drugiego.()

Twierdzenie 2.

Okregi C, i C, majg jeden punkt wspolny wtedy i tylko wtedy, gdy O,0,=r,—r, lub
01 02 =ritrp.

(J Dowod. Zatozmy najpierw, ze okregi C, i C, maja jeden punkt wspolny. Niech bedzie
nim punkt P.
Wtedy:
a) albo okrag C, lezy wewnatrz kola o okregu C, (ryc. 8.38),
b) albo okregi te lezg jeden na zewnatrz drugiego (ryc. 8.39).

Poprowadzmy wspo6lna styczng do tych okregéw w punkcie P. Poniewaz odcinki O, P
i O, P s3 do niej prostopadte (dlaczego?), wigc punkty O,0, i P leza na jednej pro-
stej. Ponadto mamy: w przypadku pierwszym O,0,=0,P—-0O,P=r,—r,, zaSw przy-
padku drugim O,0,=0,P+PO,=r,+r,.

Zalozmy teraz, na odwrot, ze O,0,=r,—r, lub O,0,=r+r,.

Niech P bedzie punktem wspdolnym okregu C, i linii Srodkéw O, 1O, okregow C,iC,.

Cy
Cy
&)
01 f P 03
01 O é P r - n
o I\
%(—J
C2 \ r1
Ryc. 8.38. Ryc. 8.39.
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VIII. Elementy geometrii ptaszczyzny

Wowczas:

— w przypadku pierwszym otrzymamy O, P=0,0,+0,P=r—ry+tr,=r, czyli O, Pr\
Dowodzi to, ze punkt P lezy na okre¢gu C), jest wigc punktem wspolnym okrggow C,
iC,. Wiemy jednak, ze O, P jest najdtuzszy z odcinkow taczacych O,z punktami okregu
C,.Zatem dla kazdego innego punktu Q okregu C,zachodzi O,Q < O, P =ry,co ozna-
cza, ze punkt Q lezy wewnatrz kofa o okregu C,. Okregi C, 1 C, maja wiec tylko jeden
punkt wspolny P.

— w przypadku drugim otrzymujemy O, P=0,0,—=PO,=ri+r,=12=11. Poniewaz odci-
nek O, P jest najkrotszy sposrod wszystkich odcinkow taczacych srodek O, z punktami
okregu C,,wicc dla kazdego innego punktu Q okregu C, zachodzi 0,0>0,P=r,.
Zatem punkt P jest jedynym punktem wspdlnym okregow C i C,.0

\] Dwa okregi majace jeden punkt wspolny nazywamy okrggami stycznymi wewnetrznie, gdy
jeden z nich lezy wewnatrz kofa o drugim okregu, a stycznymi zewnetrznie, gdy jeden
z nich lezy na zewnatrz drugiego.

o

01 O P O P O
———
\ \—rzf—l K’—V—_}\—Y—_I
. .
okregi styczne wewngtrznie okregi styczne zewngtrznie
Ryc. 8.40.

Whiosek. Punkt stycznosci pary okrggdw stycznych lezy na linii Srodkow tych okregow.

Twierdzenie 3.
Okregi C, i C, przecinajg si¢ w dwoch punktach wtedy i tylko wtedy, gdy
lrl—rgl< 0102<r1+7'2.

O Dowod. Zatozmy, ze okregi C, i C, przecinaja si¢ w dwoch punktach. Niech punkta-
mi tymi beda P i Q (ryc. 8.41).

Polaczmy $rodki O, i O, tych okregdéw z punktem P. Otrzymujemy trzy niewspoOtlinio-
we punkty: 0,0, i P. Stad wynika, ze 0,0,<0O,P+0O,P=r+r,
oraz 0,0,>0,P-0,P=r—r,

Dlatego ri—r,<O,0,<r +r,.

Zalozmy teraz, ze r1—1r,< 0,0, <r+71; (1yC. 8.42).

326



5. Wzajemne pofozenie dwdch okregow

Ci C1

P Ca C

r rn

01 02 01 A 02 B
* * T
A B R

e rl
(0

Ryc. 8.41. Ryc. 8.42.

Jezeli O,0,>r,—r,, to oznaczywszy punkty przeciecia linii Srodkoéw tych okrggow
z okregiem C, przez A i B, otrzymamy O,B=r,, wigc O, 0,>r,—0,B, skad
0,0,+0,B>r, i ostatecznie O, B>r,, co dowodzi, ze punkt B lezy poza okregiem Ci.
Jednocze$nie mamy O,0,<r;+r,, skad (po zalozeniu, ze 0,0,>r,) otrzymujemy
0,0,-r,<r,, czyli O, A<r,. Oznacza to, ze punkt A lezy wewnatrz kota o okregu C,.
Widzimy zatem, ze fuki AB okregu C, przecinaja okrag C; w dwoch punktach po obu
stronach linii srodkéw tych okregdw. Gdyby si¢ okazato, ze O,0,=r;,to punkt A musial-
by byé §rodkiem okregu C. Gdyby wreszcie okazalo si¢, ze 0,0,<r,, wtedy
0,A=0,A4-0,0,<0,A,skad O, A<r,, awiecrowniez O, A <r,, bo r,<r,. Zatem
w obu przypadkach punkt A4 lezy wewnatrz kofa o okregu C, czyli znowu tuki AB okre-
gu C, przecinaja okrag C, w dwoch punktach po roznych stronach linii Srodkow O, i O,
okregow C, i C,.

Okregi C i C, przecinajg si¢ wigc w dwoch punktach. O
Whiosek. Wspolne punkty pary przecinajacych si¢ okregdw lezg symetrycznie wzglgdem
linii srodkow tych okregow.
Uwaga. W powyzszych twierdzeniach zakladali$my, ze r,#r, (a doktadniej, ze r\>r). Ja-
kie zatem otrzymalibySmy warunki wzajemnego potozenia dwoch okregow o roznych
srodkach i rownych promieniach?
Przyklad 1. Okresl wzajemne potozenie okregdw o rownaniach

(x= 1 +y2=4 i X+(y-1)=1
Rozwigzanie:

Srodkami tych okrggdw sa odpowiednio punkty O,= (1, 0)10,=1(0, 1), za§ promienie
tych okr¢gdw wynosza odpowiednio 7= 21ir,= L

Obliczamy: O,0,= /(1 - O)2+ (0 - 1)2 =/2, ri=r,=1, ri+r,=3.

Widzimy zatem, ze r;—r,< 0,0, < 3, wigc okregi te si¢ przecinajg.

Przyklad 2. Wykaz, ze okregi o rownaniach x*+y°=2x=0i x> +y?~12x+24y+36=0
sa styczne.
Rozwigzanie:

Réwnanie x>+y’—2x=0 jest réwnowazne réwnaniu (x’—2x+1)+y*=1, a wigc
réwnaniu (x — 1)2 +y’= 1. Zatem opisuje okrag o Srodku O, = (1, 0) i promieniu 1.
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VIIl. Elementy geometrii pfaszczyzny

Roéwnanie x*+y*— 12x+ 24y + 36 = 0 jest rownowazne rOwnaniu

2 2 . . _ 2 2 )
(x —12x+ 36) + (y +24y+ 144) =144, czyli rownaniu (x—6) + (y+12) = 144; opi-
suje wigc okrag o Srodku O,=(6,—12)1 promieniu r,=12.

Obliczamy: 0,0,= /(1 -6} +12>= /169 =13, rj+r,=1+12=13.

Zatem O,0,=r;+r,, co0znacza, ze okregi te sa styczne zewnetrznie.

=\ Pytania i zadania

1.

Podaj wzajemne potozenie dwoch niewspotsrodkowych okregdéw o rdznych promie-
niach.

Sformuluj i udowodnij warunki wzajemnego polozenia dwoch niewspotsrodkowych
okregow o rownych promieniach.

Okresl wzajemne polozenie okregow C,(O,,r,)i1C,(0;,r,), gdy

a)0,0,=4, r=3, r=1;

b)0,0,=8, r=3, r,=1;

c)0,0,=5, r=17, r,=2

d)0,0,=8, r=3, r,=5;

e)0,0,=4, r=2, r,=3.

Okresl wzajemne potozenie okregow:

a) (x— 1)+ (y+2)=25,  (x+2)+(y-2)=4;

b) x*+y’—4x+2y—-4=0, x*+y’+4x—4y-56=0.

Srodki trzech okregdw parami zewnetrznie stycznych sa wierzchotkami trojkata o bo-
kach 3, 51 6. Oblicz promienie tych okregdow.

Okregi C,(0,,ry) 1 C,(0,,r,) sa styczne zewngtrznie, a jednoczesSnie kazdy z nich
jest styczny wewnetrznie do okregu C;(0;,r3). Wiedzac, ze 0,0,=2,5; 0103=2
10,05=1,5; oblicz r|,r, 1 r;.

6. Brzeg, wnetrze i zewnetrze figury. Figury ograniczone

Niech P bedzie dowolnym punktem plaszczyzny.

promieniu r.

\J {Otoczeniem punktu P na plaszczyznie nazywamy wnetrze kota o Srodku P i dowolnym}

J/

Kazdy punkt ma wigc dowolnie wiele otoczen. Rysujac jaki-

kolwiek okrag o Srodku B wyznaczamy pewne otoczenie punk-
tu P (ryc. 8.43).
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6. Brzeg, wnetrze i zewnetrze figury. Figury ograniczone

Rozwazmy teraz dowolna figure¢ F na plaszczyznie.

&)
/ L
Ryc. 8.44. Ryc. 8.46.

o

Punktem brzegowym figury nazywamy taki punkt, w ktorego kazdym otoczeniu znajdujg
si¢ zarowno punkty tej figury, jak i punkty spoza niej.

Zbior punktow brzegowych figury nazywamy jej brzegiem.
Na rycinach 8.44, 8.45, 8.46 punktem brzegowym figury F' jest punktA.

Whiosek. Punkt brzegowy figury moze do niej naleze¢ lub nie nalezec.

w tej figurze.

S

Punktem wewnetrznym figury nazywamy punkt, ktorego pewne otoczenie zawiera sij \;))

Zbior punktow wewnetrznych figury nazywamy jej wnetrzem.
Na rycinach 8.44, 8.45, 8.46, punktem wewnetrznym figury F jest punkt B.

Whiosek. Punkt wewnetrzny figury zawsze do niej nalezy.

punktow tej figury.

——

Punktem zewnetrznym figury nazywamy punkt, w ktérego pewnym otoczeniu nie ma] \:5)

Zbi6r punktow zewnetrznych figury nazywamy jej zewnetrzem.
Na rycinach 8.44, 8.45, 8.46 punktem ze-
wnetrznym figury F jest punkt C.

Whiosek. Punkt zewnetrzny figury nie nalezy
do nie;j.

Przykiad 1. Rozwazmy koto o Srodku O i pro-
mieniu 7.

Brzegiem kota jest okrag, wnegtrzem —
zbior punktow, ktorych odlegtodei od Srodka
sa mniejsze od diugosci promienia, za$ ze-
wnetrzem — zbior punktow, ktorych odleglosci
od $rodka sa wigsze od diugosci promienia

(I'yC. 8.47). Ryc. 8.47.
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Przykiad 2. Rozwazmy tak zwane kolo-sito (modelem takiego T

kota jest np. sitko maszynki do mielenia migsa) (ryc. 8.48). CEEEERREEEEEERN
Punktami brzegowymi kola-sita sg nie tylko punkty okregu /- i :iiiiiiiiiiiiin

tego kota, ale takze punkty oznaczone na rycinie kolorem czar- /i iiiiiiiiiiiiiiin

nym (,,otwory sita”) (dlaczego?).

Figur¢ nazywamy domknieta, gdy naleza do niej wszystkie jej punkty brzegowe. Figure
nazywamy otwartg, gdy nie nalezy do niej zaden jej punkt brzegowy.

Przyklady:

1. Kolo jest figurg domknigtg.

2. Wnetrze kota jest figurg otwarta.

3. Kolo-sito nie jest figura ani otwarta, ani domknieta.

Figury ograniczone

S

Figur¢ plaskg nazywamy ograniczona, gdy zawiera si¢ ona w pewnym kole (ryc. 8.49).
Figurg, ktora nie zawiera si¢ w zadnym kole, nazywamy nieograniczona.

Przykiady:

1. Odcinek, okrag, kolo sa figurami ograniczonymi.

2. Polprosta, prosta, pdiplaszczyzna, plaszczyzna sg figurami
nieograniczonymi.

Pytania i zadania

1. Co to jest otoczenie punktu?
2. Podaj okreslenie punktu:
a) brzegowego figury,
b) wewnetrznego figury,
¢) zewngtrznego figury.
3. Co to jest brzeg, wnetrze i zewnetrze figury?
4. Podaj okreSlenie figury:
a) domkniete;j, b) otwartej,
¢) ograniczonej,  d) nieograniczone;.
5. Dane jest koo K(O,7) i punkt wewnetrzny tego kota P rozny od O. Wyznacz wszystkie
otoczenia punktu P, zawarte w danym kole.
6. Wskaz brzeg, wnetrze i zewnetrze:
a) wycinka kota,  b) odcinka kota.

Ryc. 8.49.
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7. Wypukios¢ i wklestosc figury

7. Roznice kota o promieniu R i wnetrza kota wspotsrodkowego o promieniu 7 mniejszym
niz R nazywamy pierscieniem kotowym. Narysuj dowolny pierScien kotowy i wskaz je-
go brzeg, wnetrze oraz zewnetrze.

8. Wykaz, ze jezeli figura F zawiera polprosta, to jest figura nieograniczong.

9. Wykaz, ze jezeli figura F zawiera si¢ w figurze ograniczonej, to jest figura 0graniczong.

10. Na kwadracie o boku a opisano koto oraz w kwadrat ten wpisano koto. Oblicz pole
otrzymanego pierscienia kotowego.

11.Na trojkacie rownobocznym o boku a opisano koto oraz w trojkat ten wpisano kofo.
Oblicz pole otrzymanego pierscienia kofowego.

12. Srednica zewnetrznego toru kotowej biezni wynosi 128 m, za$ Srednica wewngtrznego
toru 120 m. Wyznacz miejsca startu zawodnikow biegngcych po torze zewngtrznym,
srodkowym i wewnetrznym w wyScigu na jedno okrazenie tak, aby zawodnicy mieli
wspOlng mete.

7. Wypukiosé i wklgstosc figury

Rozwazmy figury F i G.
F G

/N

Ryc. 8.50.

Potaczmy odcinkiem dowolne dwa punkty figury F oraz dowolne dwa punkty figury G
(ryc. 8.50). Widzimy, ze odcinki o koficach w punktach figury I zawierajg si¢ w tej figu-
rze, znajdziemy natomiast takie punkty figury G, ze odcinek o koncach w tych punktach
nie bedzie si¢ catkowicie zawieral w tej figurze. O figurze F' powiemy, Ze jest figura wypu-
kia, zas$ o figurze G, ze nie jest figura wypukia (albo ze jest figura wklesta).

Figure nazywamy wypukla, gdy kazdy odcinek o koncach w tej figurze zawiera si¢ w tej ﬁ—] \9
gurze.

oo

Whiosek 1. Prosta, odcinek, potprosta, plaszczyzna, poiptaszczyzna sg figurami wypuktymi.

Whiosek 2. Cze$¢ wspolna dwoch figur wypuktych jest
figura wypukla. F G

O Dowdd. Istotnie, odcinek taczacy dowolne dwa

punkty wspolnej czesci figur wypukiych, zawierajac

sie w kazdej z tych figur, zawiera si¢ w ich czeSci

wspolnej (ryc. 8.51).

Uwaga. Suma i réznica dwoch figur wypuklych moze

nie by¢ figura wypukia (ryc. 8.52). Ryc. 8.51.
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Ryc. 8.52.

FuG

F\G

[Figur@, ktora nie jest wypukla, nazywamy figurg wklestg.

Twierdzenie
Kolo jest figura wypukia.

(J Dowod. Rozwazmy kolo o srodku O i promieniu r i wez-
my dowolne dwa punkty 4 i B tego kota. Nalezy wykazac, ze
odcinek AB zawiera si¢ w tym kole, czyli ze kazdy punkt P
tego odcinka nalezy do tego kota. OczywiScie zachodza nie-
rownosci AO<r i OB<r (ryc.8.53).

Musimy zatem wykaza¢, ze PO<r. W tym celu nalezy
udowodni¢ naste¢pujacy lemat (twierdzenie pomocnicze).

Lemat. Jezeli X jest dowolnym punktem odcinka AB, za$
O jest dowolnym punktem, to

(*) OA= OX lub OB> OX.

Dowod lematu. Jesli X =A4 lub X = B, to oczywiscie jed-
na z nierOwnosci (*) zachodzi. Niech zatem X bedzie
punktem wewnetrznym odcinka AB (ryc. 8.54). GdybySmy
zatozyli, ze OX>0OA i OX>OB, wtedy oba punkty

A 1 B musialyby leze¢ wewnatrz kota o $srodku O i promie-
niu OX. Przedluzenie odcinka AB poza punkt B musiatoby
wigc wowczas przecina¢ okrag o Srodku O i promieniu OX
w pewnym punkcie Y. I wobec tego potprosta o poczatku
w punkcie 4 lezgcym wewnatrz kota o tym okregu przeci-

Ryc. 8.53.

o
Ryc. 8.54.

nataby ten okrag w dwoch punktach (X'iY), a to jest niemozliwe. Otrzymana sprzecz-
nos¢ dowodzi, ze nie moga zachodzi¢ jednoczesnie nieréwnosci OX>OA i OX> OB.

Zatem jest OX< OA lub OX< OB.

Wracamy o dowodu twierdzenia. Poniewaz OP< OAlub OP< OB, wi¢c rzeczywiScie

OP<r,gdyzOA<riOB<r.
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8. Katy w kole

Pytania i zadania ”\%&
Jaka figure nazywamy wypukia, a jakg wklesta?

Podaj przyktady figur wypuktych i figur wklgstych.

Czy okrag jest figura wypukia?

Czy kolo-sito jest figura wypukia?

Wykaz, ze wnetrze kota jest figurg wypukig.

Czy cze$é wspolna dwoch figur wklestych moze by¢ figura wypukia? Czy suma

badz roznica takich figur moga by¢ figurg wypukia?

SN kAP

8. Katy w kole
W kole wyr6zniamy dwa rodzaje katow:
— katy, ktorych wierzchotki leza na okregu tego kota, a ramionami sa polproste zawiera-

jace jego cigciwy (ryc. 8.55),
- katy, ktérych wierzchotkiem jest Srodek kota, a ramionami sa poiproste zawierajace je-
go promienie (ryc. 8.56).

Ryc. 8.55. Ryc. 8.56.

o1

Kat, ktorego wierzchofek lezy na okregu kola, a ramionami sg potproste zawierajace dwie
cieciwy, nazywamy katem wpisanym, kat zas, ktorego wierzchotkiem jest Srodek kota,
a ramionami sa polproste zawierajace promienie tego kota, nazywamy katem Srodkowym.

Na rycinie 8.57 widzimy kat wpisany ACB. O tuku AB moOwimy, ze jest fukiem, na kto-
rym oparty jest kat ACB, za$ o fluku ACB mowimy, ze obejmuje kat ACB.
Podobnie méwimy o fuku AB w przypadku kata Srodkowego AOB (ryc. 8.58).

C

Ryc. 8.57. Ryc. 8.58.
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VIIl. Elementy geometrii pfaszczyzny

Katy wpisane w kolo i katy Srodkowe tego kota moga by¢ oparte na tym samym tuku
okrggu tego kota, jak na przyklad katy ACB, ADB i AOB (ryc. 8.59); moga tez by¢ oparte na
roznych fukach okregu tego kofa, jak na przyktad katy AHD, BOF i CGE (ryc. 8.60).

g

Ryc. 8.59. Ryc. 8.60.

Stormulujemy i udowodnimy teraz szereg twierdzen o katach w kole.

Twierdzenie

Kat wpisany rowny jest potowie kata sSrodkowego opartego na tym samym fuku.

(J Dowod. Mozliwe sa tutaj trzy przypadki:

a) Jedno z ramion kgta wpisanego przechodzi przez Srodek kota (ryc. 8.61). Potagczmy
punkt 4 ze Srodkiem O kota. Otrzymamy trojkat rownoramienny AOB, w ktorym
katy OAB i OBA sa rowne (jako katy przy podstawie tego trdjkata), a kat AOC jest
katem zewnetrznym tego trojkata. Wobec tego S=a+a =20, skad o= % B.

b) Srodek kota lezy wewnatrz kata wpisanego. Poprowadzmy przez punkt B Srednice BD
i potgczmy punkty 4 i C ze Srodkiem kofa (ryc. 8.62). Wowczas na podstawie rozwa-
zonego juz poprzednio przypadku otrzymujemy:

@:ﬁl+,82: 200+ 20,=2 (0 + a,) = 20, skad a:%ﬁ.

¢) Srodek kofa lezy poza katem wpisanym. Podobnie jak poprzednio, prowadzimy $red-
nicg BD oraz tgczymy punkty A i C ze $Srodkiem kota (ryc. 8.63). Wowczas na mocy
pierwszego przypadku mamy:

B=B.-B=20,-2a,=2(at,- ) =20, skada:%ﬂ. O
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8. Katy w kole

Z twierdzenia tego wynikajg nastgpujace wnioski.

Whiosek 1. Katy wpisane oparte na tym samym tuku sa rowne.
O Dowdd. Wystarczy dorysowac kat srodkowy oparty na fuku, na ktérym oparte sa katy
wpisane (ryc. 8.64).

Whiosek 2. Kat wpisany oparty na potokregu jest prosty.

O Dowdd. Rzeczywicie, kat wpisany oparty na polokregu jest potowa kata Srodkowego,
opartego na tym potokregu, a ten kat Srodkowy jest przeciez katem potpetnym (ryc. 8.65). )
Uwaga. O kacie wpisanym opartym na polokregu mowimy tez, ze oparty jest na Srednicy.
Whiosek 3. Katy wpisane w koto, oparte na fukach okregu tego kata dopelniajgcych si¢ do
catego okregu, dopetniaja si¢ do kata potpeinego.

O Dowod. Rozwazmy dwa takie katy, na przykiad katy ACB i ADB oparte na fukach, od-

powiednio ACB i ADB. Katy te sa poléwkami katow srodkowych — wypukiego AOB
i wklestego AOB, ktorych suma jest katem petnym, stad teza (ryc. 8.66).

c
c
) ) m
.O A o B
B
A
A B -

Ryc. 8.64. Ryc. 8.65. Ryc. 8.66.

Twierdzenie (o kacie migdzy styczng i cigciwg)

Kat miedzy styczng do okregu i cieciwa przechodzacg przez punkt stycznosci jest row-
ny katowi wpisanemu opartemu na tym samym fuku co cigciwa i znajdujacemu si¢ po dru-
giej niz ten tuk stronie cigciwy.

(J Dowdd. Przez punkt A okrggu poprowadzmy
styczna s do tego okregu i cigciwe AB.

Rozwazmy kat wpisany oparty na tuku AB, kto-
rego jedno z ramion zawiera Srednice okregu. (Czy
domySlasz sie, dlaczego wystarczy rozwazyC taki
kat?). Oznaczmy przez C koniec Srednicy poprowa-
dzonej z punktu 4 (ryc. 8.67). Oczywiscie katy ABC
i kat migdzy styczna s i Srednica AC sg proste.
A rownosé katow ACB i kata migdzy styczng s i cig- s
ciwa AB wynika stad, ze katy te dopelnia do kata
prostego ten sam kat, a mianowicie BAC. (J
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Kat mi¢dzy styczna i cigciwa czesto nazywany bywa tez katem dopisanym.

Przykiad 1. Ile stopni ma kat ABC?
Rozwiazanie:
Kat ABC jest wpisany i oparty na tym samym tuku AC, co kat srodkowy AOC. Stad
| o X
=126 =63 (ryc. 8.68).

=
=y

B
Ryc. 8.68. Ryc. 8.69.

Przyklad 2. Ile stopni ma kat ACB?
Rozwigzanie:

Kat wpisany ACB oparty jest na tym samym luku, co kat wpisany ADB, majacy 25"
Wobec tego a=25" (ryc. 8.69).

Przykiad 3. Wyznacz o + 3.
Rozwigzanie:

Kat ADE jest wpisany i oparty na tym samym tuku, co kat Srodkowy AOF, majacy 70°,
wige @ =35". Ponadto kat ACB jest katem wpisanym opartym na $rednicy, stad 8=90".
Zatem o+ 3=125" (ryc. 8.70).

Przyklad 4. Ile stopni ma kat BOC?
Rozwiazanie:

Kat BOC jest przylegty do kata Srodkowego AOC opartego na tym samym tuku, co kat
wpisany ADC, majacy 80°. Zatem = 180"— 2 - 80°=20" (ryc. 8.71).

B

AVS
A

A

Ryc. 8.70. Ryc. 8.71.
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8. Katy w kole

Przykiad 5. Wyznacz o+ 3.
Rozwiazanie:

Kat EOD jest potowa kata EO, D i jest dwa razy wigkszy od kata EBD (dlaczego?),
wiec < EOD= % 112°=56", <« EBD= % -56°=28". Ponadto kat ABC jest prosty (dlacze-

g0?). Zatem o+ 3=90"-28"=62" (ryc. 8.72).
F D
507
Oy
%) C
v
o
B

Ryc. 8.72. Ryc. 8.73.

Przykiad 6. Wyznacz o+ .
Rozwigzanie:

Kat OEF jest prosty, a kat OFE ma 50°, wigc < FOD= 40",

Kat DOC jest dwa razy wiekszy od kata DAC, ktéry ma 20°. Stad < DOC= 40°. Kat
BOC jest przylegly do kata COF bedacego sumg katow FOD i DOC, wigc
<BOC= 180"~ (40°+40°) = 100°. Wobec tego o+ 8=80" (ryc. 8.73).

Przykiad 7. lle stopni ma kat FED?
Rozwigzanie:

Kat ACB ma 75 (twierdzenie o kacie mig- B
dzy styczna i sieczng), wige kat OAC ma tak-
ze 75° (trojkat AOC jest rdwnoramienny). 75°
Wobec tego kat AOC ma 30°, a kat FED jest ‘
jego polowa, zatem a = 15" (ryc. 8.74). )gf
A—_—C
Ryc. 8.74.

Przyklad 8°. Na okregu obrano kolejno cztery rozne punkty A, B, C, D. Udowodnij, ze:
a) kat migdzy cigciwami AB i CD réwny jest %l;l?)— B?"

b) kat migdzy cigciwami AC i BD rowny jest 3 (AD+BC),
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VIII. Elementy geometrii pfaszczyzny

Rozwigzanie:
Zauwazmy najpierw, ze kat Srodkowy w okrggu mozemy

mierzy¢ dlugoScia tuku, na ktorym oparty jest ten kat. Wy-

starczy skorzystac z definicji miary fukowej kata Srodkowego

w okregu, przyjmujac, ze promien tego okregu jest rowny 1. DQC
Przystepujemy do rozwigzania zadania. ’

a) Jesli cigciwy AB i CD s3 do siebie rownolegle, to teza za-

dania jest oczywista; wtedy bowiem tuki ADi EESQ row-

nej dlugosci (dlaczego?), za$ kat miedzy cigciwami jest A B
réwny 0 (ryc. 8. 75). v
Zalozmy wiec, ze cigciwy AB i CD nie s3 rownolegle.

Wtedy ich przedluzenia przecinaja si¢ w pewnym punkcie P Ryc. 8.75.
(ryc. 8.76, 77).
D
C
C' q
P
B
Ryc. 8.76. Ryc. 8.77.

Katem tych cieciw jest, oczywiscie, kat potprostych PA-% i PD—). Oznaczmy go przez
o. Przez koniec jednej z tych cigciw poprowadZzmy prosta rownolegla do drugiej z nich,
przecinajaca dany okrag jeszcze w punk01e D' (ryc 8. 76) lub C' (ryc 8.77). - Wowezas
miara kata srodkowego 20 rOwna ]est CD'=BC-BD'=BC- AD gdyz BD' =AD

(ryc. 8.76) lub C'D=AD-AC'=AD- BC, gdyz AC'=BC (ryc. 8. 77).

| cayli o= 1| AD- B0

b) Oznaczmy kat migdzy cigciwami AC i BD przez a. PoprowadZmy przez koniec jednej
z nich rownolegta do drugie;.
Wowczas, przy oznaczeniach jak na rycinie 8.78, D'
otrzymamy kat Srodkowy 2o o mierze rownej

BD = BC+CD' =BC+AD, gdyi CD' ~AD,
Zatem 20.=AD+ BC, cayli o=+ (AD+ BT) c

Zatem 20 =

Ryc. 8. 78.
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8. Katy w kole

Pytania i zadania

1.

Co to jest kat wpisany i kat Srodkowy?

2. Jaka jest zalezno$¢ migdzy katem wpisanym 1 katem

a

Srodkowym opartym na tym samym fuku?

Co powiesz o:

a) katach wpisanych opartych na tym samym tuku,
b) kacie wpisanym opartym na polokregu,

¢) katach wpisanych opartych na fukach dopetniajg-
cych si¢ do calego okregu?

Sformutuj twierdzenie o kacie migdzy styczng
i cieciwa.

Wyznacz kat OAB (ryc. 8.79).

Wyznacz a+ f3 (ryc. 8.80).

Wykaz, ze kat o wierzchotku w punkcie wewnetrz-
nym kofa réwny jest sumie dwoch katéw wpisanych
w to kolo, z ktdérych jeden oparty jest na tuku okregu
kola zawartym migdzy ramionami danego kata,
a drugi na tuku okrggu kota zawartym miedzy prze-
diuzeniami ramion.

Udowodnij, ze kat, ktorego wierzchotek lezy na ze-
wnatrz kola, a ramionami sa sieczne okregu tego
kota, rowny jest roznicy dwdch katéw wpisanych w to
koto, opartych na tukach zawartych migdzy
ramionami tego kata.

Udowodnij, ze kat, pod ktorym cigciwa kota jest wi-
dziana z punktu potozonego wewnatrz (na zewnatrz)
kota, jest wigkszy (mniejszy) od kata wpisanego,
opartego na tej cieciwie.

" Ryc. 8.80.

10. Poprowadz styczng do danego kota z punktu lezacego na zewnatrz tego kofa.
11. Udowodnij, ze jesli dwa katy wpisane w dane kolo sa rowne, to s3 oparte na rownych

cieciwach.

12" .Srednica AB przecina cieciwe CD okregu w punkcie M. Kat CMB ma miar¢ 75,
a kat srodkowy oparty na tuku BC, do ktorego nie nalezy punkt D, ma miar¢ 110°.
Oblicz miarg¢ kata sSrodkowego opartego na tuku AD, nieprzechodzacym przez B.
13".Do dwoch okregéw przecinajacych si¢ w punktach M i K poprowadzono wspolng
styczna. Niech 4 i B beda punktami stycznosci. Oblicz sum¢ miar kagtow AMB

i AKB.

14" .Na okregu obrano kolejno cztery rozne punkty A, B, C, D. Niech A4,, B,, C,, D, bedg
srodkami odpowiednio tukéw AB, BC, CD, DA. Udowodnij, ze cigciwy A,C,

i B, D, sa do siebie prostopadte.
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9. Trojkat i jego punkty szczegolne

Srodek okregu opisanego

Narysujmy dowolny odcinek i przez jego Srodek popro-
wadzmy prosta prostopadta do tego odcinka (ryc. 8.81).

Ryc. 8.81.

tego odcinka.

[Prostq prostopadta do odcinka i przechodzaca przez jego Srodek nazywamy symetralnq]

Przypomnijmy sobie teraz znang z gimnazjum konstrukcje symetralnej odcinka. Jest to

jedna z tak zwanych konstrukcji podstawowych.

Majac dany odcinek AB, wykreslamy okregi o srodkach A, B i rownych promieniach r

takich, ze r> %. Okregi te przecinaja si¢ w dwoch punktach (dlaczego?). Oznaczmy je

przez PiQ (ryc. 8.82).

Prosta PQ jest symetralng odcinka AB.
Rzeczywiscie, trojkaty APQ i BPQ mozna na-
tozy¢ na siebie (sa przystajace), bo ich odpo-
wiednie boki sg rowne. Stad wynika réownos¢
katow PAS i PBS oraz APS i BPS, a wobec te-
go i przystawanie trojkatow APS i1 BPS.
W tréjkatach tych boki A4S i SB sa rOwne oraz
katy ASP i PSP sa rowne. Poniewaz katy te sa
przylegte, wigc sg proste. Prosta PQ przecho-
dzi wigc przez srodek S odcinka AB i jest don
prostopadia. Zatem jest ona symetralna tego
odcinka. Z konstrukcji tej wynika istnienie
tylko jednej symetralnej kazdego odcinka.

Wykazemy teraz nastgpujace twierdzenie.

Ryc. 8.82.

Twierdzenie

Symetralna odcinka jest zbiorem wszystkich punktow plaszczyzny réwno odleglych od

koncow tego odcinka.

UJ Dowdd. Kazdy punkt P symetralnej odcinka AB jest rowno odlegly od jego koncow
A i B, gdyz jest on punktem wspdolnym pewnych dwoch okregéw o Srodkach A4 i B i row-

nych promieniach (ryc. 8.83).
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9. Trojkat i jego punkty szczegolne

Rozwazmy teraz dowolny punkt Q spoza tej symetral-
nej. Odcinek QA lub odcinek QOB przecina sig z nig. ,
Oznaczmy punkt przecigcia si¢ na przykltad odcinka oF
QA z symetralng przez R. Poniewaz nalezy on do syme- . N
tralnej, wiec RA = RB (ryc. 8.84). .7 A
Wowezas QA=QOR+RA=QR+RB>QB, gdyz al S
punkty O, R, B sg niewspoOiliniowe. Jezeli zatem punkt 4 B
P nalezy do symetralnej odcinka AB, to PA = PB, jesli za$
nie nalezy do niej, to PA # PB.(J Ryc. 8.83.

Rozwazmy teraz dowolny trojkat ABC (ryc. 8.85). Popro-
wadzmy symetralne ktorychkolwiek dwoch jego bokow, na
przyktad AB i BC. Poniewaz odcinki AB i BC, jako boki
trojkata, nie sa do siebie rownolegle, wigc ich symetralne
przecinaja sie. Oznaczmy ten punkt przez O.

Zachodza oczywiscie réwnosci OA= OB i OB=OC.
Stad wynika, ze rowniez OA = OC. RownoS¢ ta oznacza,
ze punkt O nalezy do symetralnej boku CA.

UdowodniliSmy w ten sposdb nastepujace twierdzenie:

Ryc. 8.84.

[ Twierdzenie

{ W kazdym trojkacie symetralne bokow przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Punkt przecigcia si¢ symetralnych bokow trojkata jest rowno odlegly od jego wierzchot-
kow. Zatem okrag o srodku w tym punkcie i promieniu rownym odlegtosci tego punktu od
wierzchotkow trojkata przechodzi przez wszystkie wierzchotki tréjkata (ryc. 8.86).

Okrag taki nazywamy okregiem opisanym na trojkacie.

Whiosek. Na kazdym trojkacie mozna opisac jeden i tylko jeden okrag.
Inaczej mowigc: trzy niewspotliniowe punkty na plaszczyznie wyznaczaja okrag.

C

Ryc. 8.85. Ryc. 8.86.
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Srodek okregu wpisanego

Narysujmy dowolny kat i wyprowadZmy z jego wierz-
chotka potprosta, ktora dzieli ten kat na polowy
(ryc. 8.87).

Ryc. 8.87.

Potprosta o poczatku w wierzchotku kata i dzielacg ten kat na potowy nazywamy dwu-
sieczng tego kata.

o

|

Czy pamigtasz konstrukcje dwusiecznej kata? Jest to
kolejna z konstrukeji podstawowych.

Z wierzchotka O danego kata kreSlimy okrag o do-
wolnym promieniu r. Przecina on ramiona tego kata
w punktach 4 i B. Z punktow A4 i B kreslimy tuki okre-
gow o tym samym promieniu r. Ich punkt przecigcia si¢
C liczymy z wierzchotkiem O danego kata. Potprosta
OC jest dwusieczng danego kata. Rzeczywiscie, ponie-
waz OA=0OB=AC=BC=r, wigc trojkaty rOwnora-
mienne OAC i OBC mozna na siebie nalozy¢ (sa
przystajace). Zatem katy AOC i BOC sa rowne. Z kon-
strukcji tej wynika istnienie tylko jednej dwusiecznej da-
nego kata. Ponadto wida¢, ze odlegtosci punktu C od
ramion tego kata sg rowne, gdyz odcinki CD i CE, po- Ryc. 8.88.
prowadzone z punktu C prostopadle do ramion tego
kata (ryc. 8.88), sa rowne (dlaczego?).

Wykazemy teraz nast¢pujace twierdzenie.

Twierdzenie

Dwausieczna kata jest zbiorem wszystkich punktow wewnetrznych tego kata rowno od-
leglych od jego ramion.

(J Dowod. Oczywiscie, kazdy punkt dwusiecznej kata jest rowno odlegly od ramion tego
kata (co wynika z przeprowadzonej konstrukceji dwusiecznej kgta).

Wezmy zatem dowolny punkt Q wewnatrz kata, nielezacy na dwusiecznej (ryc. 8.89).
Poprowadzmy z tego punktu odcinki QS i QT prostopadie do ramion kata. Ktorys z nich
przecina dwusieczng tego kata. Niech tym odcinkiem bedzie QS, a punkt przecigcia si¢
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9. Trojkat i jego punkty szczegoine

go z dwusieczng oznaczmy przez R. Popro-
wadzmy jeszcze odcinek RU, prostopadly do ra-
mienia OT. Zachodza wowczas zwiazki:

QT< QU< QR+RU=QR+RS=0S (dla-
czego?).

WykazaliSmy wigc, ze odleglosci kazdego
punktu dwusiecznej kata od jego ramion sg row-
ne, za$ odleglosci kazdego punktu wewnatrz kg-
ta, ale spoza jego dwusiecznej, sg rozne. Zatem
jedynymi punktami wewnatrz kata rowno odle-
glymi od jego ramion sa punkty dwusiecznej te-
go kata. (J

Ryc. 8.89.
Rozwazmy teraz dowolny trojkat ABC. Popro-

wadzmy dwusieczne ktérychkolwiek dwoch je-
go katow wewngtrznych, na przyklad BAC
i ABC (ryc. 8.90). Poniewaz suma ich miar jest
mniejsza od 180°, wigc ich dwusieczne si¢ prze-
cinaja.

Oznaczmy ten punkt przez I. Oczywiscie
punkt [ jest rowno odlegly od bokow CA i AB
oraz od bokéw AB i BC. Stad wynika, ze jest on
rowno odlegly takze od bokéw CA i AB, beda-
cych ramionami kata ACB. Nalezy wigc do dwu- 4 B
siecznej tego kata. Ryc. 8.90.

Udowodnili$my tym samym nastepujace twier-
dzenie:

Twierdzenie

W kazdym trojkacie dwusieczne katow przecinaja si¢ w jedynym punkcie.

Punkt przecigcia si¢ dwusiecznych katow
trojkata jest rowno odlegly od wszystkich jego
bokow.

Okrag o srodku w punkcie przecigcia si¢ dwu-
siecznych katow trojkata i o promieniu rownym
odlegtosci tego punktu od bokéw trojkata jest
styczny do tych bokéw. Okrag taki nazywamy
okregiem wpisanym w tréjkat (ryc. 8.91).

C

Whiosek. W kazdy trojkat mozna wpisac jeden
i tylko jeden okrag.

Ryc. 8.91.
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VIIl. Elementy geometrii ptaszczyzny

Ortocentrum

Narysujmy dowolny trojkat, a nastepnie przez jeden z jego wierzchotkéw poprowadz-
my prostg prostopadty do przeciwleglego boku (lub jego przedtuzenia). Odcinek tej pro-
stej, o koncach w wierzchotku tréjkata i punkcie lezacym na boku, nazywamy wysokoscia
trojkata. Koniec wysokosci nalezacy do boku nazywamy jej spodkiem.

Whiosek. Kazdy trojkat ma trzy wysokosci (ryc. 8.92).

C B

L}
1
]
1
1
1
I
1
1
]
1
1
I

Ryc. 8.92.

Twierdzenie

W kazdym trojkacie wysokosci (lub ich przedtuzenia) przecinajg si¢ w jednym punkcie.

(J Dowod. Gdy trojkat jest prostokatny, to teza jest oczywista. Rozwazmy zatem trojkat
ABC, ktory jest ostrokatny lub rozwartokatny (ryc. 8.93 i 8.94).
Poprowadzmy przez wierzchotki tego trojkata proste, rownolegte do przeciwlegtych bo-

kow. Punkty przecigcia si¢ tych pro-
stych oznaczmy przez A', B'i C,
przy czym niech A" bedzie punktem
lezacym naprzeciw wierzchotka 4, B'
- naprzeciw wierzchotka B, za$§ C'
- naprzeciw wierzchotka C.

Z konstrukcji tej wynika, ze boki
A'B', B'C'i C'A" tréjkata A'B'C"
sa rownolegte odpowiednio do bo-
kow AB, BC i CA trojkata ABC,
gdyz czworokaty ABA'C, BCB'A,
CAC'B sa rownoleglobokami; co
wiecej, rownolegioboki te majg pa-
rami wspOlny bok (zobacz, ktore pa-
ry — ktory bok), wigc wierzchoiki
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9. Trojkat i jego punkty szczegoine

trojkata ABC sa Srodkami WH
bokow trojkata A'B'C'.

Wobec tego wysokosci
trojkata ABC sg symetral-
nymi bokdéw  trojkata
A'B'C'-ate, jak wiemy,
w kazdym trojkacie prze-
cinajg sie¢ w jednym punk- B' -

cie. D

Ryc. 8.94.

0

[ Punkt przecigcia si¢ wysokosci trojkata nazywamy jego ortocentrum.

Srodek cigzkosci

|

kowa trojkata.

Odcinek 1gczgcy wierzcholek trojkata ze Srodkiem przeciwleglego boku nazywamy érod-]

Whiosek. Kazdy trojkat ma trzy Srodkowe (ryc. 8.95).

Zanim przejdziemy do twierdzenia o Srodkowych
w trojkacie, udowodnimy nastepujacy lemat.

Lemat. W kazdym trojkacie odcinek faczacy Srodki
dwoch bokdow jest rownolegly do trzeciego boku i rowny
jego potowie.
0O Dowdd. Rozwazmy trojkat ABC (ryc. 8.96) i oznacz-
my Srodki jego bokow AC i BC odpowiednio przez B'
14"

Wykazemy, ze odcinek B'A'jest rownolegly do bo-
ku AB iréwny jego polowie.

A" do takiego punktu A", aby B'A'=A'A". Otrzyma-
my czworokat B'BA"C, ktory jest rownolegtobokiem,

W tym celu przedtuzmy odcinek B'A' poza punkt / <

gdyz jego przekatne przecinaja si¢ w potowie. Stad wy- 4
nika, ze rowniez czworokat ABA''B"' jest rownoleglobo-
kiem (jego przeciwlegte boki AB' 1 BA" sa rOwne
i rownolegle).

Wobec te%o odcmek B'A'" jest rownolegly do AB
oraz B'/A'=SB'A" =3 ABD

Au
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VIIl. Elementy geometrii pfaszczyzny

Uwaga. W dowodzie tym skorzystaliSmy ze znanych ci z gimnazjum wiasnosci rownolegto-
bokoéw, do ktorych powrdcimy zresztg w ostatnim podrozdziale tego rozdziatu.
A teraz zapowiedziane wczeSniej twierdzene:

Twierdzenie (o Srodkowych w tréjkacie)

W kazdym trdjkacie sSrodkowe przecinaja si¢ w jednym punkcie, ktory dzieli kazda
z nich w stosunku 2 : 1 (liczac od wierzchotkow).

(J Dowdd. Rozwazmy dowolny trojkat ABC i poprowadzmy
jego dwie srodkowe AA'i BB' (ryc. 8.97). Przecinaja si¢ one
w pewnym punkcie O.

Polaczmy odcinkiem §rodki A' i B' bokow BC i AC oraz
srodki A" i B" odcinkdow AO i BO. Z udowodnionego lema-
tu wynika, ze odcinki 4"B" i B'A' sg rébwnolegte do boku
AB irowne jego polowie. Zatem sg one do siebie rownolegte
irowne. Wobec tego czworokat A"'B"A'B' jest rownolegto- Ryc. 8.97.
bokiem, wiec jego przekatne potowig si¢. Stad 4"O=OA'

1 B"O=0OB' iostatecznie

AO=AA"+A"0O=2A4"0=20A4
oraz

BO=BB" +B"O=2B"0=20B".

Punkt O dzieli wigc kazda ze srodkowych A A' i BB' w stosunku 2 : 1. Podobnie wyka-
zujemy, ze Srodkowe A A' i C C' przecinaja si¢ w punkcie O', ktory dzieli je w stosunku
2: 1. W ten sposob dochodzimy do tego, ze punkty O i O' dzielg Srodkowag 4 A' w stosun-
ku 2 : 1. Punkty te musza wigc si¢ pokrywac, gdyz kazdy odcinek dzielony jest w danym sto-
sunku dodatnim tylko jednym swoim punktem wewnetrznym. [

o

(Punkt przeciecia si¢ Srodkowych trojkata nazywamy Srodkiem ciezkoSci tego trojkata. ]

%\R Pytania i zadania

1. Cotojest:
a) symetralna odcinka,
b) dwusieczna kata,
c) wysokos¢ trojkata,
d) srodkowa trojkata?

2. Jakim punktem trojkata jest:
a) Srodek okregu opisanego,
b) Srodek trojkata wpisanego,
¢) ortocentrum,
d) Srodek cigzkosci?
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10. Twierdzenie Talesa i don odwrotne

3. Wewnatrz trojkata ABC obrano takie dwa rézne punkty D i E, ze E lezy blizej boku BC
niz punkt D oraz proste BD i BE dziela kat ABC na trzy rowne czgSci. Ponadto proste
CD i CE dzielg kat ACB na trzy rowne czesci. Wykaz, ze katy BDE i EDC sg rOwne.

4. Wpisz w dany trojkat okrag i opisz na danym trojkacie okrag.

5. W trojkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokos¢ CD. Punkt £ nalezy do boku
AC, a odcinki BE i CD przecinajg si¢ w punkcie H. Wiadomo przy tym, ze CD= DB
i HD= DA. Udowodnij, ze odcinek BE jest wysokosScig trojkata ABC. _

6. Punkt S jest Srodkiem okr¢gu wpisanego w trojkat ABC. D i E sa takimi punktami bo-
ku AB, ze odcinek DS jest rownolegly do boku AC, ES za$ do boku BC. Udowodnij, ze
obwdd trojkata DES rowny jest diugosSci odcinka AB.

7. Przez $rodek okregu wpisanego w trojkat ABC poprowadzono prostg rownolegty do
boku AB. Prosta ta przecina boki AC i BC odpowiednio w punktach P i Q. Udowod-
nij, ze PO=AP+ BQ.

8. Wewnatrz trojkata ostrokatnego ABC obrano punkt P i zrzutowano go prostopadle na
boki BC, CA i AB, otrzymujac punkty A", B'i C'. Udowodnij, ze:

a) jezeli P jest ortocentrum trojkata A'B'C’, to jest srodkiem okrggu opisanego na
trojkacie ABC;

b) jesli P jest Srodkiem okrggu opisanego na trojkacie ABC, to jest ortocentrum troj-
kata A'B'C";

¢) jesli P jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie A'B'C", to jest Srodkiem okre-
gu wpisanego w trojkat ABC.

Xi+txotx; yitys+ys

3 ' 3
ABC, gdzie A= (x,y,), B=(x1,y,),C=(x3,y3).

10".W trojkacie ABC punkty M i N sa rzutami prostopadtymi wierzchotka C na dwu-
sieczne katow zewnetrznych przy wierzchotkach 4 i B. Wykaz, ze dtugos¢ odcinka
MN rowna jest potowie obwodu trojkata ABC.

9. Udowodnij, ze punkt § =< ) jest srodkiem ciezkoSci trojkgta

10. Twierdzenie Talesa i don odwrotne

Twierdzenie Talesa” to bodaj najlepiej znane ci z gimnazjum twierdzenie (obok, oczy-
wiscie, twierdzenia Pitagorasa. Stosowane bywa w zyciu codziennym oraz do dowodzenia
w geometrii. Dlatego warto do niego wrocic.

Oto jego tresc.

Twierdzenie (Talesa)
Jezeli ramiona kata przeciete sa dwiema prostymi rownoleglymi, to stosunek odcin-
kow jednego ramienia, ktorych jednym koncem jest wierzchofek kata, rowny jest stosun-
kowi odpowiednich odcinkéw drugiego ramienia.

" Tales z Miletu (ok. 620 — ok. 540 r. p.n.e.), filozof i matematyk grecki.
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VIIl. Elementy geometrii pfaszczyzny

Przy oznaczeniach jak na rycinie 8.98 twierdzenie to
mozemy zapisaC zwiezlej, mianowicie:

Jezeli proste k 1/, przecinajace ramiona kata o wierz-
chotku O w punktach odpowiednio 4, Bi A', B', sa do
siebie rownolegte, to

04 _0A'
Dop OB~ OB"
(J Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze rownos¢ (1) jest row-
nowazna kolejno réwnosSciom:

OB _OB
0OA 0A"
OA+AB OA'+A'B'
o4 04
1+£:1+AIB'
0A OA'”’
AB _ A'B'
04 04
()OA OA'
AB~ A'B"

Wystarczy zatem dowieS¢ ostatniej rownosci. W tym
celu potgczmy najpierw odcinkiem punkty A i B' oraz
A" 1B (ryc. 8.99). Nastepnie zauwazmy, ze stosunek wy-
stepujacy po lewej stronie rOwnosci (2) wyraza stosunek
pol trojkatow OAA' 1 ABA', za$ stosunek po jej prawej
stronie wyraza stosunek pol trojkatow OA'A 1 A'B'A
(wymienione pary trojkatow maja wspdlne wysokosci).
Ponadto trojkaty ABA' i AB'A' maja rowne pola (czy
widzisz, dlaczego?). Zatem rzeczywiscie

04 _S(0AA) _ S(OA'A) _ oA

AB~ S(ABA') SA'B'A) AB"

(S (XYZ) oznacza tutaj pole trojkata XYZ). (J

Z udowodnionego przed chwilg twierdzenia mozna wysnu¢ takie oto dwa wnioski.
Whiosek 1. Jezeli proste k i / przecinajgce ramiona kata odpowiednio w punktach A, B
i A', B' sgdo siebie rOwnolegte, to

04_ Ax

OB BB' _
O Dowdod. Poprowadzmy przez A' poiprosta, rownolegly do ramienia OA danego kata
(rys. 8.100). Przetnie ona odcinek BB' w takim punkcie B'', ze BB" = AA" (dlaczego?).
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10. Twierdzenie Talesa i don odwrotne

Stosujac twierdzenie Talesa do kata o wierzchotku B' i prostych rownolegtych A'B"
i OB, otrzymujemy rOWnosc

BA'_BB" ktora jest rownowazna kolejno row- ‘ /
A0 BB OrIe : >

nosciom: A‘/

B”
L BA | BB 0<
A'O B'"B’

AT~

A'O+B'A' _B"B+B'B" F—
A'O B"B ’

OB' _ BB' Ryc. 8.100.
0OA'"  AA”
(boA'0+B'A':0A'+A'B'ZOB‘orazB"B+B'B”ZBB"-l—B"B'=BB'),
oa4 _ A4’
OB' BB'’

04 AA' L 04 04
va_22 “2 Y @
o5~ 85 Y op=op Y

Whiosek 2. Jezeli dwie proste przeciete sa rownolegtymi, to stosunek odcinkow na jednej
prostej jest rowny stosunkowi odpowiednich odcinkow na drugiej z nich.
O Dowod. Jezeli te dwie proste przecigte prostymi rownoleglymi tez sa rownolegle
(ryc. 8.101), to teza jest oczywista (dlaczego?).

Zatozmy wigc, ze te dwie proste przecinajg sie.
Wtedy rownolegle przecinajg je:
a) albo po jednej stronie ich punktu przecigcia (ryc.

8.102), A’ B
b) albo po jego obu stronach (ryc. 8.103).

W przypadku pierwszym wystarczy poprowadzic
przez A' réwnolegla do prostej OA, przecinajgca
odcinki BB' i CC' w punktach odpowiednio B" w
iC" (ryc.8.102). A

Wowczas

AB A'B" A'B' Ryc. 8.101.

B—C_ B'C" - Blcv’

_______

Ryc. 8.102. Ryc. 8.103.
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VIll. Elementy geometrii pfaszczyzny

gdyz

AB=A'B" i BC=B"C".

W przypadku drugim dorysowujemy prostg przecinajacg ramiona kata 4A0A' w takich
punktach B, i B,' (rys.8.103),ze OB,=OB i OB,'=OB'. Prosta B, B,' jest oczywiscie
rownolegta do prostej B'B (co wynika z rownoSci odpowiednich katow w przystajacych do
siebie trojkatach B;OB,"' i BOB"), a zatem réwniez do prostej AA4'. I wobec tego

04_0A 04 04 g

AB1 A'B:" OB OB

Zachodzi rowniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa.

Twierdzenie (odwrotne do twierdzenia Talesa)

Jezeli ramiona kata przecigte sa dwiema prostymi i stosunek odcinkéw jednego ramie-
nia, ktorych jednym koficem jest wierzchotek kata, jest rowny stosunkowi odpowiednich
odcink6w drugiego ramienia, to te dwie proste sg do siebie rownolegte.

Przyjmujac oznaczenia jak na rycinie 8.104, twierdzenie to mozemy sformutowac kro-
cej, a mianowicie:

Jezeli proste k 1 [ przecinaja ramiona kata o wierzchotku O odpowiednio w takich
punktach 4, B'i A', B', ze
() 81; gA, , toproste k i [ sag do siebie rownolegle.
(J Dow6d. Bedziemy rozumowac przez sprzeczno$é. Za- « /
t6zmy wigc, ze zachodzi rownos¢ () i proste k i/ nie sg do B /

siebie rownolegte. /
Poprowadzmy zatem przez punkt B' prosta /', rowno- A
legta do prostej k (ryc. 8.105). Przetnie ona rami¢ OA o <

w pewnym punkcie B,. Zgodnie z twierdzeniem Talesa

mozemy napisaé proporcje: B \
() 04 _ 04 .
OB, OB' . o > Ryc. 8.104
Z réwnosci () 1 (=) wynika rownos¢
04 04

OB~ 0B, a z niej — rownos¢ OB= 0B,

ktora dowodzi, ze punkty B, i B si¢ pokrywaja (dlacze-
go?). To za$ oznacza, ze proste /' i [ si¢ pokrywaja, co
z kolei jest niemozliwe, bowiem prosta /' jest rownolegta
do k, aprosta [ —nie. Otrzymana sprzeczno$¢ konczy do-
wod twierdzenia. [

Ryc. 8.105.
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10. Twierdzenie Talesa i don odwrotne

Przyktady konstrukcji z zastosowaniem twierdzenia Talesa

Przyktad 1. Majgc dane trzy odcinki: a, b i ¢, zbuduj taki odcinek d, aby

a_d
b ¢’
Rozwiazanie:

Obieramy na ptaszczyznie dowolny punkt
O i dwie dowolne, roézne (nieprzediuzajace
si¢ do prostej) polproste o poczatku w tym
punkcie. Na jednym ramieniu otrzymanego
kata odktadamy od jego wierzchotka O kolej-
no odcinki a i b, a na drugim — odcinek c.
Przez konce odcinkow b i ¢ prowadzimy pro- Ryc. 8.106.
sta k, a przez koniec odcinka a — prostg /,
rownolegta do k. Prosta [ przetnie rami¢ danego kata, na ktorym lezy odcinek ¢, w takim
punkcie P, ze OP=d (ryc. 8.106).

Uzasadnienie tej konstrukcji wynika wprost z twierdzenia Talesa.

Przykiad 2. Dany jest odcinek AB orazrozlaczna
z nim i dofn rownolegta prosta k. Uzywajac tylko
linijki, podziel ten odcinek na dwie rowne czeSci.
Rozwiazanie: A a /S b B
Przez konice A i B danego odcinka prowadzimy
dwie proste [ i m, przecinajace si¢ w pewnym punk- P
cie O, ktory lezy poza prosta k (na rycinie 8.107
punkt O znajduje si¢ po drugiej stronie prostej AB
niz prosta k; przypadki, gdy znajduje si¢ on migdzy
tymi prostymi lub po drugiej stronie prostej k niz
prosta AB, rozpatrz samodzielnie).
Punkty przecigcia si¢ prostych k i/ oraz k i m oznaczmy odpowiednio przez D i C. Po-
taczmy odcinkiem punkty A i C oraz B i D. Przez punkt P, w ktorym przecinaja si¢ odcin-
ki AC i BD oraz przez punkt O prowadzimy prosta n, ktora dzieli odcinek AB na pofowy.

Ryc. 8.107.

Przy oznaczeniach jak na rycinie otrzymujemy na mocy twierdzenia Talesa rownosci:
a b .a_OS b
1 _= — d —_ = — = —
W= e 4 0r ¢
oraz

a b .a SP BP b
nL-= ¢ _ - _b
(2)~ =, sdyz

c PR PD d’

Rownosci (1) 1 (2) sa rownowazne odpowiednio rownosciom:

a_d . d b
@5=i® =1,

c c a

. . . .. a_b o . . L >

z ktorych otrzymujemy rownosc b2 czyli towno$¢ a’=b’ i ostatecznie rOWNo$¢
a

a=b, atakze, na mocy rownosci na przykiad (1) — rownos¢ c=d.
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=

;Q Pytania i zadania

1. Sformutuj twierdzenie Talesa i twierdzenie dofn odwrotne.
2. Wyprowadz wnioski (inne proporcje) wynikajgce
z twierdzenia Talesa. /
3. Podziel dany odcinek na trzy rowne czgSci. e
4. Na podstawie danych, ktore widzisz na rycinie 8.108,
WYZNacz x. x
5. Narysuj dowolny czworokat o réznych bokach i po- Sem—__|
dziel go na pi¢¢ wielokatow o rownych polach. 2em| T~
6. Dany jest prostokat ABCD, w ktorym AB=CD,
AD=BC i CD> BC. Skonstruuj na boku CD takie
punkty X'iY, aby AX=XY=YB.
7. Dany jest prostokat ABCD. Srodek boku AB potaczono odcinkiem z wierzchotkiem C,
a Srodek boku CD potaczono odcinkiem z wierzchotkiem 4. Udowodnij, Ze otrzyma-
ne odcinki dzielg przekatna BD tego prostokata na trzy rowne odcinki.

6 cm

Ryc. 8.108.

11. Zastosowania twierdzenia Talesa

Obecnie skupimy nasza uwage na zastosowaniach twierdzenia Talesa i twierdzenia don
odwrotnego w praktyce i w geometrii.

Przykiady zastosowan w praktyce

Przyklad 1. Na morzu w punkcie S stoi statek. Obserwu- §

jemy go z punktu A na plazy. Jak obliczy¢, w jakiej odle-

glosci od brzegu znajduje si¢ ten statek? A
Rozwiazanie: B D

Przyjmijmy, ze brzeg morza jest prostg m (ryc. 8.109). m

Zalozmy, ze prosta AS przecina prosta m w punkcie B.

Niech C jest takim punktem na plazy, ze prosta AC jest 4 c
rownolegta do m, a prosta CS jest prostopadia do m

i przecina ja w punkcie D. Mierzymy odcinki AC, BD Ryc. 8.109,

1 CD. Majac na przyktad dane: AC=32m, BD=30m,
CD= 40 m, otrzymujemy na mocy twierdzenia Talesa:
AC _CS eyl 32 _40+x
BD DS’ 30
Przyklad 2. Nie wchodzac na drzewo, chcemy si¢ dowiedzied, jakie jest wysokie. Dyspo-
nujemy tyczka o dtugosci 1 m. Co musimy jeszcze zmierzy¢, aby moc obliczy¢ wysokoS¢ te-
go drzewa?
Rozwiazanie:

Nictrudno bedzie nam to uczyni¢ w stoneczny dzien. Wtedy drzewo rzuca na pfaskim
terenie cien CO (ryc. 8.110). Whbijamy nasza tyczke pionowo na linii cienia (na rycinie jest
to odcinek AB). Mierzymy odcinki OA4 i OC. Niech na przyktad O4=1,5m, OC=6m.

, skad 32x=30(40 +x) iostatecznie x= 600.

352



11. Zastosowania twierdzenia Talesa

Wowczas na mocy twierdzenia Talesa otrzymuje- D
my proporcj¢
h _OC ocC
— = B
1= o4 Sk =0 |
Po podstawieniu uzyskanych wynikow pomiaru im
n=-2-4.
1,5 0 A C

Nasze drzewo ma zatem 4 m wysokoSci.
Ryc. 8.110.

Przykiad 3. Bezposredni pomiar szerokoSci rze-
ki jest czesto niemozliwy. Jak wyznaczy¢ tg szerokos¢, znajac (np. z planu terenu) dlugosc¢
odcinka AB=a po drugiej stronie rzeki (ryc. 8.111)?
Rozwigzanie:

Zaktadamy oczywiscie, ze odcinek rzeki, ktorej szeroko$¢ chcemy obliczy¢, ma brzegi
do siebie rownolegle. Wystarczy jeszcze zmierzy¢ diugosci odcinkéw CD i OE i mozemy
oblicza¢. Z twierdzenia Talesa bowiem:

x+OE BO _AB x+OE AB N
=2 A \B

or Bp cp ™ o “p
CD-(x+OE)=AB-OE, A~

_(AB-CD)-OE
X= D . D\ E
Podstawiajac tutaj AB=a, CD=b i OE=c, otrzymujemy

(a=b)-c o
X=—
b Ryc. 8.111.

Przykiady zastosowan w geometrii

Twierdzenie Talesa i twierdzenie don odwrotne pozwalajg udowodnic¢ wiele ciekawych
i waznych twierdzen geometrycznych.
Zacznijmy od znanego nam juz twierdzenia:

Twierdzenie (o odcinku faczacym Srodki bokow trdjkata)
W kazdym trojkacie odcinek taczacy srodki dwoch bokow jest rownolegly do trzeciego
boku i réwny jego poltowie.

s

() Dowdd. Wezmy dowolny trojkat ABC i oznaczmy Srodki je-

g0 bokéw BC i CA odpowiednio przez A' i B' (ryc. 8.112).
Poniewaz % =1= % wigc z twierdzenia odwrotne-

go do twierdzenia Talesa wynika réwnolegtos¢ odcinkow AB

i B'A'.
B'A' _CA' _1
Wobec tego na mocy twierdzenia Talesa “AB " CB " 7

skad B'A'ZEAB. O Ryc. 8.112.
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VIIl. Elementy geometrii ptaszczyzny

Twierdzenie (o dwusiecznej kata w trdjkacie)

W kazdym tréjkacie dwusieczna kata wewnetrznego dzieli bok przeciwlegly na odcin-
ki proporcjonalne do bokow przyleglych.

(J Dowéd. Mamy udowodnié, przyjmujac oznaczenia jak na rycinie 8.106, ze jezeli katy
ACD i DCB s3 roOwne, to ‘

AC _AD 1C
() CB DB’

W tym celu, na pdlproste;j ac’ odi6zmy poza punktem C ta-
ki punkt C', aby CC'=CB, a nastgpnie potgczmy odcinkiem
punkt C' zwierzchotkiem B (ryc. 8.113). Otrzymamy wowczas
trojkat rownoramienny BCC', w ktorym katy CBC' i CC'B'
sa rowne katom ACD i DCB (dlaczego?). Wobec tego odcinki
CD i C'B sa do siebie rownolegle. Stosujac zatem twierdzenie
Talesa do kata BAC' iprostych CD i C'B, otrzymujemy pro- A D B

porcje DB CC a wiec proporcje (*), gdyz CC'=CB.[J Ryc. 113.

Uwagi.

1. Zamiast na przediuzeniu boku AC poza punktem C obiera¢ taki punkt C', by
CC' = CBiwykazywac dalej rownoleglos¢ prostych CD i CC', moglibySmy poprowa-
dzi¢ przez punkt B réwnolegla do CD przecinajacg si¢ z potprosta AC w punkcie C'
i wykaza¢ rownoramienno$¢ trojkata BCC' (ryc. 8.106). Dalej dowdd przebiegatby jak
wyzej.

2. Zachodzi réwniez twierdzenie odwrotne do udowodnionego przed chwilg, mianowi-
cie: Jezeli w trojkacie ABC polprosta o poczatku w wierzchotku C przecina bok AB

w takim punkcie D, ze —— to jest ona dwusieczng kata ACB (udowodnij to
. . DB CB’
twierdzenie).

Twierdzenie (van Aubela)
Jezeli w trojkacie ABC proste AA,, BB;, CC, przecinajg si¢ w punkcie P, to
ce B, (4,
(+) = + .
: PC, BiA AB

() Dowdd. Przez wierzcholek C  poprowadzmy
prosta rownolegla do AB, przecinajaca proste

AA, i BB, odpowiednio w punktach A, i B, (ryc. B, C A

8.114).
Stosujgc trzykrotnie twierdzenie Talesa do: B A

a) przecinajacych si¢ prostych A4, i BB, iprzecina-
jacych je rownoleglych AB i B,A,,

b) przecinajacych si¢ prostych AC i BB, i przeci- A c, B
najacych je rownoleglych AB i B,C,

Ryc. 8.114.

354



11. Zastosowania twierdzenia Talesa

¢) przecinajacych si¢ prostych AA4» i BC iprzecinajacych je rownoleglych AB i CA,,
otrzymujemy rownosci:
¢CP _B,A,_B,C+CA, _B,C + CA,

1 = =

D pe, = 4B AB AB = AB’
B,C _CB,

2) 2= = =L

@B “Ba
CA, cCA,

3) == L1

OB~ 4B

Z réwnoscei (1), na mocy rownoscei (2) i (3), otrzymujemy teze. [J

Uwaga. Z udowodnionego twierdzenia wynika twierdzenie o Srodkowych w trojkacie.

Twierdzenie (Menelausa)

Jezeli prosta p przecina boki BC, CA i AB trojkata ABC lub ich przediuzenia (nie
przechodzac przez zaden z wierzchotkdw ani nie bedac rownolegta do zadnego z bokow)
odpowiednio w punktach A', B' i C', to
=) A€ B4 (B .

¢ G vy

Liczba —1 w powyzszej rownosci bierze si¢ stad, ze kazdy z wystepujacych po lewej
stronie tej rownosci ufamkow to stosunek podziatu odpowiedniego boku trojkata ABC
odpowiadajacym mu punktem prostej p. A jak pamigtamy (zob. twierdzenie na str. 307),
Ow stosunek jest dodatni, gdy punkt podzialu lezy wewnatrz boku, a ujemny, gdy lezy na
Zewnatrz.

Oznaczajac stosunek podziatu:

— boku AB punktem C',

— boku BC punktem A4,

— boku CA punktem B'

odpowiednio przez k, k, i k3, mozemy rownos¢ (=) zapisa¢ rownowaznie:

kl'kz'k3:_ 1.

() Dowdd. Poprowadzmy przez wierzchotki trojkata ABC proste k, [, m prostopadie do
prostej p (ryc. 8.115, 8.116).

m

Ryc. 8.115. Ryc. 8.116.
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Proste te sa wiec do siebie rownolegte. Oznaczmy jeszcze diugosci odcinkow tych pro-
stych od wierzchotkow A4, B i C do prostej p odpowiednio przez a, b,c.
Wowczas z twierdzenia Talesa zastosowanego do:
a) przecinajacych si¢ prostych p i AB, przecigtych rownoleglymi k i/,
b) przecinajacych si¢ prostych p i BC, przecigtych rownolegtymi/im,
¢) przecinajacych si¢ prostych p i CA, przecigtych rownoleglymim i k,
otrzymujemy kolejno rownosci:
AC'_a  BA b CB ¢
CB b’ AC ¢ BA a
I wobec tego:

a) k= %, k,= % ksy= —C—, w przypadku przedstawionym na ryc. 8.115,
a
b) k=- %, ky=— = ky=— %, w przypadku przedstawionym na ryc. 8.116.

Zatem rzeczywiscie k- k,-ky=—1.0J

Prawdziwe jest rowniez nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie (odwrotne do twierdzenia Menelausa)
Jezeli punkty A', B', C' odpowiednio bokéw BC, CA i AB trojkata ABC (lub ich
przedtuzen) spelniajg rownosc
) ACG B4 CB
C'B A'C BA .
to lezg one na jednej proste;.

L -

(J Dowod. Gdyby bowiem prosta A'C' przecinata AC w punkcie B'" r6znym od B'
(ryc. 8.117), to w my$l twierdzenia Menelausa mielibySmy
AC' BA' CB" _
C'B AC B'A |
co wraz z zalozong rownoscia (+) datloby rownos¢

__1’

CB' _CB"
B'A B'A’
czyli rownos¢
CB'_BA
CB" B"A’

ktora jest niemozliwa, gdyz jeden z tych utam-
kow jest wiekszy, drugi za§ mniejszy od jedno-
$ci. Otrzymana sprzecznos$¢ dowodzi tezy. O

Ryc. 8.117.
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11. Zastosowania twierdzenia Talesa

Pytania i zadania

1.

9.

Ramiona kata o wierzchotku O przecigto dwiema rownolegtymi, ktére na jednym z ra-
mion wyznaczaja (kolejno od wierzchotka O), punkty 4 i B, a na drugim punkty C'i D.
a) Oblicz OA, jesli OB=10cm, OC=3cm, CD=5cm.
b) Oblicz CD, jesli OD=15cm, OB=12cm, AB=9 cm.
¢) Oblicz AC, jesli DB=18 cm, OB=24cm, OA=12cm.
d) Oblicz DB, jesli AC=8 cm, OC=3cm, CD=9cm.
Podstawa AB trojkata ABC ma dlugos¢ 21 cm. Bok AC podzielono na trzy rowne cze-
Sci i przez punkty podziatu poprowadzono proste rownolegte do AB. Wyznacz diugo-
$ci odcinkow wewnatrz trojkata.
Odcinek DE o diugosci 11 cm taczy srodki bokéw AC i BC trojkata ABC. Jakie jest
wzajemne potozenie odcinkéw DE i AB? Wyznacz dtugos¢ odcinka AB.
W trapezie ABCD podstawy AB i CD oraz rami¢ AD maja dtugosci odpowiednio
15 cm, 12 cm i 6 cm. O ile cm nalezy przedtuzy¢ rami¢ AD, by przecigto si¢ z przediu-
zeniem ramienia BC?
Dom o szerokosci 14 m sfotografowano aparatem, w ktorym odlegto$¢ migdzy soczew-
ka a btona fotograficzna wynosi 10 cm. Oblicz odleglos¢ aparatu od domu, jezeli sze-
rokos¢ obrazu domu jest rOwna 8 cm.
Dla wyznaczenia odlegtosci niedostgpnych w terenie punktow 4 i B obrano na prze-
dtuzeniu odcinka AB punkt C oraz niewspoétliniowy z punktami A, B, C punkt D. Przez
punkt F prostej CD poprowadzono rownolegla do AB, przecinajacg proste AD i BD
odpowiednio w punktach G i H. Wyznacz odlegto$¢ AB, jesli CD= 60 m, DF=12m,
GH=19,5m.
Dane sg odcinki a i b. Zbuduj odcinki o diugosciach:

2 a(atb 2 24+ b?
RS m_LE_L ) (a+b) 7 d)iiz.
Wykaz, ze w kazdym czworokacie $rodki kolejnych jego bokéw sg wierzchotkami row-
nolegtoboku.
Udowodnij, ze w kazdym trapezie odcinek taczacy Srodki nieréwnoleglych bokow jest
rownolegly do podstaw i ma diugo$¢ rowna sredniej arytmetycznej ich dtugosci.

10".Wykaz, ze w kazdym trapezie odcinek taczacy srodki jego przekatnych jest rowno-

legly do podstaw i i ma dlugos¢ rowna pofowie roznicy ich dtugosci.

11".Udowodnij twierdzenie Cevy (czyt. czewy): Jezeli proste przechodzgce przez wierzchot-

kiA, BiC trojkata ABC i przecinajace jego boki BC, CA i AB lub ich przedtuzenia od-
powiednio w punktach A', B' iC"' przecinaja si¢ w jednym punkcie, to

AC' BA'" CB' _

C'B AC BA

Wskazowka. Zastosuj dwukrotnie twierdzenie Menelausa — najpierw do trojkata
AC'Ciprostej BB', a nastepnie do trojkata C'BCiproste] AA".

12".Udowodnij twierdzenie odwrotne do twierdzenia Cevy: Jezeli punkty wewnetrzne

A',B' iC" odpowiednio bokéw BC, CA i AB trojkata ABC spelniajg rownosc
AC' BA" CB' _
C'B AC BA
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VIIl. Elementy geometrii ptaszczyzny

to proste AA', BB' i CC' przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Wskazdwka. Rozumuj przez sprzecznosc.

13".Udowodnij, korzystajac z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy, ze w kaz-

dym trojkacie:
a) Srodkowe przecinaja si¢ w jednym punkcie,

b) dwusieczne katow wewngtrznych przecinaja si¢ w jednym punkcie,

¢) wysokosci przecinaja si¢ w jednym punkcie.

12. Czworokat wpisany w okrag

Czworokgtem wpisanym w okrag nazywamy taki czworokat, ktorego wszystkic wierzchol-}

ki leza na okrggu (ryc. 8.118).

Jak wpisaé¢ czworokat w okrag? Czy zawsze mozna to zrobic?

Wiemy, ze kazdy trojkat daje si¢ wpisa¢ w okrag, bo
w kazdym trojkgcie symetralne bokow przecinajg si¢ w jed-
nym punkcie. Punkt ten jest rowno odlegly od wszystkich
wierzchotkow trojkata, stanowi wige Srodek opisanego na
nim okregu. Aby trojkat wpisa¢ w okrag, rysujemy symetral-
ne bokow (wystarczy tylko dwoch!); wbijamy w ich punkcie
przecigcia ndzke cyrkla i jego rozwartoScia, rowng odlegto-
Sci tego punktu od wierzchotkow tréjkata, prowadzimy przez
nie okrag.

Czy mozna tak samo postapi¢ z czworokatem? Bez
problemu wpisujemy w okrag dowolny prostokat. Prowadzi-
my jego przekatne, w punkcie ich przecigcia wbijamy nozke

Ryc. 8.118.

cyrkla i jego rozwartoScia rowna potowie dtugosci przekatnej rysujemy okrag, ktory prze-
chodzi przez wszystkie wierzchotki. Nie da si¢ jednak tak samo postgpi¢ z rombem

nieb¢dacym kwadratem.

Jaka zatem wlasno$¢ musi mie¢ czworokat, aby mozna go bylo wpisa¢ w okrag?

O tym wlasnie mowi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie

Czworokat mozna wpisa¢ w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy jego przeciwleglych

katow sg rowne.

(J Dowod. Zatozmy najpierw, ze czworokat mozna wpisa¢ w okrag. Niech czworokgtem
tym bedzie czworokat ABCD, za$ O niech bedzie Srodkiem tego okregu (ryc. 8.119). Wow-
czas widzimy, ze przeciwlegle katy A4 i C tego czworokata dopelniajg si¢ do kata potpeine-
go (jako katy wpisane oparte na fukach dopelniajacych si¢ do cafego okrggu).

Skoro wicc €4 +aC=180", to rowniez <B+<D=180". A zatem rzeczywiscie

sA+<sC=<B+<D.
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12. Czworokat wpisany w okrag

b)

a)
D
c
A \9 B
B
A

Ryc. 8.119.

A mozna inaczej. Poprowadzmy przekatne czworokata
ABCD i zaznaczmy w nim wszystkie pary rownych katow
(na mocy twierdzenia o katach wpisanych). Widzimy, ze
dA+sC=0a+B+y+d=aB+aD (ryc.8.120).

Zal6zmy, na odwroét, ze sumy przeciwleglych katow
czworokata ABCD sg rowne, czyli ze katy przeciwlegte tego
czworokata dopelniaja si¢ do kata potpetnego. Nalezy wy-
kaza¢, ze wszystkic wierzchotki tego czworokata leza na
jednym okregu. Przez dowolne trzy sposrod nich, na przy-
ktad przez A, B, C, mozemy oczywiscie poprowadzi¢ okrag.

Gdyby okrgg ten nie przechodzil przez czwarty wierz-
chotek D, to wierzchotek ten musiatby si¢ znalezc:

a) albo wewnatrz kota o tym okregu (ryc. 8.121a),
b) albo na zewnatrz tego okregu (ryc. 8.121b).

W przypadku pierwszym kat D bylby wowczas wigkszy,
za$ w przypadku drugim — mniejszy od kata D' dopetniajg-
cego kat B do kata potpelnego (dlaczego?). Przeciez z zato-
zenia wtaSnie kat D jest tym dopelnieniem kata B.
Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze okrag poprowadzony
przez wierzcholki A, B, C czworokata ABCD nie moze nie
przechodzi¢ przez wierzcholek D. Zatem, rzeczywiscie,
czworokat ABCD mozna wpisa¢ w okrag. [J

Widzimy teraz, dlaczego kazdy prostokgt mozna wpisaC
w okrag, zaden za$ rownoleglobok niebgdgcy prostokatem
nie daje si¢ wpisa¢ w okrag.

A ktory z trapezOéw mozna wpisa¢ w okrag?

Odpowiedzia na to pytanie jest nastepujgce twierdzenie:

<)

Ryc. 8.120.
a)
D/ D C
B
A
b) D D
C
B
A
Ryc. 8.121.

Twierdzenie

Trapez mozna wpisa¢ w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy jest rownoramienny.
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() Dowdd. Zatézmy, ze trapez mozna wpisa¢ w okrag.

Woweczas (ryc. 8.122) widzimy, ze
a+180°-B=180", skad a=p.

Zatem trapez ten jest rtOwnoramienny. 180°- B

rownoramienny (ryc. 8.123). Wtedy
o+ (180"~ o) = 180°, co dowodzi, ze

a
trapez ten mozna wpisa¢ w okrag. [J v o o
A

Zalozmy, na odwrdt, ze trapez jest 180°-a

Ryc. 8.122. Ryc. 8.123.

Pytania i zadania

AR

10°

1

12.

13.

360

Jaka wiasno§¢ ma czworokat wpisany w okrag?

Jak znalez¢ Srodek okregu przechodzacego przez wszystkie wierzchotki czworokata?
Kiedy trapez mozna wpisa¢ w okrag?

Kiedy rownolegtobok mozna wpisa¢ w okrag?

Znajdz pozostale katy czworokata ABCD wpisanego w okrag, wiedzac, ze <A4 = 50°,
<B=170".

Wyznacz katy czworokata ABCD wpisanego w okrag, jesli wiadomo, ze <C =244,
<D=3<4B.

Udowodnij, ze jezeli dwusieczne katdéw rownolegloboku przecinajg si¢ w czterech
punktach, to punkty te leza na jednym okregu.

Z dowolnego punktu P wewnatrz przyprostokatnej BC trojkata prostokatnego ABC
opuszczono na przeciwprostokatna AB prostopadia PQ. Udowodnij, ze katy PAQ
1 PCQ s3 rOwne.

. Wewnatrz bokéw BC, CA i AB trojkata ABC obrano punkty odpowiednio A", B'i C"'

takie, ze odcinki 44", BB'i CC' przecinaja si¢ w punkcie P. Udowodnij, ze jezeli dwa
z czworokatow: AB'PC', BC'PA'i CA'PB' mozna wpisa¢ w okrag, takze trzeci z nich
mozna wpisa¢ w okrag.

.Z dowolnego punktu P wewnatrz danego kata ostrego o wierzchotku A opuszczono
na ramiona prostopadie PB i PC. Z punktu 4 opuszczono prostopadta AK na odci-
nek BC. Udowodnij, ze katy BAK i PAC sa rOwne.

.Na okregu obrano kolejno cztery punkty 4, B, C i D. Punkt P jest Srodkiem fuku
AB. Cieciwy PC i PD przecinaja cigciwe AB odpowiednio w punktach Q i R. Udo-
wodnij, ze czworokat ROCD mozna wpisa¢ w okrag.

W tréjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokoSci BB' i CC', przecinajace
sie w punkcie H. Udowodnij, ze punkty 4, B', HiC' lezg na jednym okregu.
Odcinki AB i CD przecinajg si¢ w punkcie P, przy czym AB=CD1i AP = PC. Wykaz,
ze czworokat ACBD mozna wpisa¢ w okrag.



13. Czworokat opisany na okregu

13. Czworokat opisany na okregu

Czworokatem opisanym na okregu nazywamy czworokat, ktorego wszystkie boki lub ich \;
przediuzenia sa styczne do okrggu zawartego w tym czworokacie.

Definicja ta obejmuje dwa przypadki:
a) czworokata, ktorego wszystkie katy wewnetrzne sa mniejsze od kata poipetnego
— czworokat taki nazywamy czworokatem wypuklym (ryc. 8.124).
b) czworokata, ktorego jeden z katow jest wickszy od kata potpetnego — czworokat taki
nazywamy czworokatem wklestym (ryc. 8.125).
D

Ryc. 8.124. Ryc. 8.125.

Opisaé czworokat na okregu oznacza dokfadnie to samo, co wpisa¢ w czworokat
okrag.
W jaki czworokat mozna wpisa¢ okrag? Czy zawsze mozna to zrobic?

Twierdzenie

W czworokat (wypukly lub wklesty) mozna wpisac okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy
przeciwlegtych bokow sg rowne.

Zanim podamy dowdd tego twierdzenia, udowodnimy lemat.

Lemat. Odcinki stycznych, poprowadzonych do okre¢gu z punktu poza nim, o koncach
w tym punkcie i w punktach stycznosci, sg rowne.

0 Dowdd. Przyjmijmy oznaczenia jak na rycinie 8.

126. Prowadzac promienie tego okregu do punktow

stycznosci, otrzymujemy dwa trojkaty prostokatne, B
z ktorych jeden mozna natozy¢ na drugi (dlacze-

£0?). Stad wynika réwnos¢ ich odpowiednich bo- 0

kow, a wérod nich wymienionych odcinkow. L
Przystgpujemy do dowodu twierdzenia.

Ryc. 8.126.
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UJ Dowdd. Zatozmy, ze w czworokat ABCD mozna wpisa¢ okrag. Oznaczmy punkty
stycznoSci tego okregu z bokami czworokata kolejno przez P, Q, R i S (ryc. 8.127).

a) b)

Ryc. 8.127.

Wowcezas na mocy lematu otrzymujemy:
a) w przypadku czworokata wypukiego (ryc. 8.127a) rdwnosci:
AP=AS, PB=BQ, CR=CQ, DR=DS,
ktore dodane do siebie stronami dajg rownos¢
(AP+PB) + (CR+DR)=(AS+DS) + (BO+ CQ),
a wigc rownos$¢ AB+ CD=AD+ BC.
b) w przypadku czworokata wklgstego (ryc. 8.127b) — rownosci:

AP=AS, BP=BR, CQ=CR, DQ= DS,z ktoérych wynika, ze
AB+DC=AP+ PB+DQ-CQ=AS+BR+DS-CR=
=(AS+DS)+BC+CR—CR=AD+BC.

W obu przypadkach dostaliSmy réwnoS§¢ sum przeciwlegtych bokéw czworokata
ABCD.

Zalozmy teraz, na odwroét, ze sumy przeciwleglych bokow czworokata ABCD sg row-
ne, to znaczy, ze zachodzi réwnos¢
(*) AB+CD=BC+AD.

Nalezy dowies¢, ze w czworokat ABCD mozna wpisac okrag. Przypu$émy, ze nie moz-
na. Wtedy okrag ten, styczny do trzech bokow czworokata ABCD (czy taki okrag istnie-
je?), musiatby z czwartym bokiem by¢ rozigczny lub przecinac si¢ z nim.

W przypadku gdy czworokat ABCD jest wypukly (ryc. 8.128), z wierzchotka C prowa-
dzimy odcinek styczny do danego okregu w punkcie Q' i o koficu B' na boku 4B lub jego
przedtuzeniu. Otrzymujemy w ten sposOb opisany na okregu czworokat wypukty AB'CD,
w ktorym (na mocy udowodnionej juz cz¢sci twierdzenia) zachodzi rownosé

Ryc. 8.128.
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(#%) AB'+CD=B'C+AD.
Po odjeciu rownosci (x) i (x+*) stronami otrzymujemy réwnos¢ AB—AB'=BC-B'C,
czyli rownos¢ +BB' = BC— B'C , ktora w trojkacie BB'C zachodzic nie moze (dlaczego?).
W przypadku, gdy czworokat ABCD jest wklesly (ryc. 8.129), podobnie jak poprzednio,
prowadzimy z wierzchotka D odcinek styczny do danego okregu w punkcie R' iprzecinaja-
cy prosta BC w punkcie C'. Otrzymujemy wowczas opisany na okregu czworokat wklesty
ABC'D, w ktérym (na mocy udowodnionej juz cz¢Sci twierdzenia) mamy rownos¢
(***) AB+C'D=AD+ BC'.

Ryc. 8.129.

Po odjeciu rownosci () i (#+x) stronami otrzymujemy rowno$¢ CD— C'D =BC—- BC",
awiec rowno$¢ CD— C'D=+ CC', ktéra w trojkacie CC'D zachodzi¢ nie moze.

Otrzymana symetryczno$¢ dowodzi, ze jesli w czworokgcie zachodzi rownos¢ sum
przeciwleglych bokdow, to w czworokat ten mozna wpisa¢ okrag. Dowod twierdzenia ma-
my zakonczony. [J

Pytania i zadania

1. Kiedy czworokat mozna opisa¢ na okregu?

2. Czy kazdy rownoleglobok mozna opisac na okregu?

3. Czy czworokat, w ktorym dwusieczne katdw wewnetrznych przecinajg si¢ w jednym
punkcie, mozna opisa¢ na okregu?

4. Udowodnij, ze jezeli punkt przecigcia si¢ przekatnych czworokata jest Srodkiem okre-
gu wpisanego w ten czworokat, to czworokat ten jest rombem.

5°. Udowodnij, ze w trapez mozna wpisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy okregi, ktorych
srednicami sg boki nieréwnolegte trapezu, sa do siebie styczne zewnegtrznie.

6. Punkt przeciecia przekatnych czworokata wpisanego w okrag zrzutowano prostopadle
na boki. Wykaz, ze w czworokat o wierzchotkach w tych rzutach mozna wpisac okrag.

7". Na plaszczyznie dane sg cztery okregi, z ktorych kazdy jest styczny zewngtrznie do
dwoch sasiednich. Udowodnij, ze w czworokat o wierzchotkach w §rodkach tych okreg-
gbow mozna wpisac okrag

8. W trojkacie ABC przez punkt wewnetrzny P poprowadzono proste AP, BP, CP przeci-
najace boki BC, CA, AB odpowiednio w punktach A", B', C'. Wykaz, ze jeSli w dwa
czworokaty sposrod czworokatow: AC'PB', BA'PC', CB'PA' mozna wpisac okrag, to
mozna rowniez wpisa¢ okrag w trzeci z nich.
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14. Rodzaje czworokatow

W podrozdziale tym bedziemy omawia¢ wlasnosci pewnych czworokatéw wypukiych.
Odtad, méwiac czworokat, bedziemy mieli na mysli czworokat wypukly.

W zaleznoSci od wzajemnego potozenia prostych, na ktorych leza boki czworokata,
rozrozniamy trzy rodzaje czworokatow:
— majace dwie pary bokéw rownoleglych to rownolegloboki,
— majace co najmniej jedna pare bokow rownoleglych — trapezy,
— niemajace zadnej pary bokow rownoleglych — trapezoidy.

Wsrod nich najlepiej ci znane sa rownolegloboki i trapezy. I nim wtaSnie przyjrzymy
sie teraz blizej. W dowodzeniu wlasnosci rownoleglobokdw i trapezéw korzysta¢ bedzie-
my z wielu zasad dobrze ci znanych jeszcze z gimnazjum.

Rownolegtoboki

\? [R()wnoleglobokiem nazywamy czworokat, ktory ma dwie pary bokow rownoleglych. ]
V]

Jezeli ktorys z bokow rownolegtoboku ABCD D C
uznamy za podstawe, na przykiad 4B, to odcinek
poprowadzony do niego prostopadle z przeciw-
legtego wierzchotka nazwiemy jego wysokoScia
(ryc. 8.130). ]

A oto fatwe do udowodnienia wlasnoSci rowno- 4 B
legloboku, ktdre zapiszemy w postaci twierdzenia.

Ryc. 8.130.

Twierdzenie 1.

W kazdym rownolegtoboku:

przeciwlegle boki sg rowne,

przeciwlegte katy sa rowne,

katy wewnetrzne przy jednym boku dopetniaja si¢ do kata pelnego,
przekatne przecinaja si¢ w polowie.

ey oy

Udowodnimy dla przyktadu wtasnos¢ 4., pozostate wtasnosci sprobuj wykazac sam.

(J Dowdd. Rozwazmy zatem dowolny réwnolegtobok ABCD, poprowadzmy jego prze-
katne i oznaczmy punkt, w ktorym si¢ one przecinaja, przez O (ryc. 8.131).

Zaznaczmy jeszcze w tym rdwnolegtoboku
wszystkie pary katow naprzemianleglych, ktore
(jak wiesz) sa katami rownymi. Widzimy, ze na
przyktad trojkaty AOB i COD mozna na siebie na-
tozy¢ (maja po jednym boku rownym i katy przy
nich odpowiednio sg sobie rowne). Stad wynikajg
réwnosci ich odpowiednich bokéw, to znaczy od- 4 B
cinkéw OA i OC oraz OB i OD. Stad teza. [J Ryc. 8.131.

D C
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14. Rodzaje czworokatow

Twierdzenie to mogliby$my sformufowac tak: Jezeli czworokat jest réwnoleglobokiem,
to zachodzi kazdy z wyzej wymienionych warunkow. Inaczej mowigc, kazdy z tych warun-
kow jest warunkiem koniecznym, aby czworokat byt rownolegtobokiem. Tymczasem oka-
zuje sig, ze kazdy z nich jest takze warunkiem wystarczajacym na to, aby czworokat byl
rownolegtobokiem. Zachodzi bowiem nastepujace twierdzenie.

~

Twierdzenie 2.

Jezeli w czworokacie zachodzi co najmniej jeden z warunkow:
przeciwlegte boki sg rowne,

przeciwlegle katy sa rowne,

katy wewnetrzne przy jednym boku dopetniaja si¢ do kata pOlipetnego,
przekatne polowig sig,

to czworokat ten jest rownoleglobokiem.

o

J

Tym razem wykazemy, dla przykiadu, ze warunkiem wystarczajacym, aby czworokat
byt rownoleglobokiem, jest warunek 2.

() Dowod. Oznaczmy katy przeciwlegle rownolegtoboku ABCD odpowiednio przez i 3
(ryc. 8.132).

Poniewaz w kazdym czworokacie suma
miar katow wewnetrznych wynosi 360°, wiec
2(a+B)=360", skad o+ B=180". Jednak
kazde dwa katy przylegle dopelniajg si¢ do ka-
ta polpetnego, wobec czego kat przylegly do
kata Bjest rowny @, kat za$ przylegly do kata &
jest rowny B. Oznacza to rownoleglos¢ prze-
ciwlegtych bokow naszego czworokata. Jest on Ryc. 8.132.
wicc rownolegtobokiem. [J

Dowody dla pozostatych warunkow po-
traktuj jako ¢wiczenie.

Z powyzszych twierdzen wynikaja takie oto wnioski:

D

Whiosek 1. Rownolegiobok majacy dwa boki wychodzace z jednego wierzchotka rowne,
wszystkie cztery boki ma rowne. Taki réwnoleglobok nazywamy rombem.

Whiosek 2. Rownoleglobok, ktorego jeden kat jest prosty, ma wszystkie katy proste. Taki
rownolegiobok nazywamy prostokatem.

Whiosek 3. Rownoleglobok, ktorego dwa sasiednie boki sa rowne, a kat mig¢dzy nimi jest
prosty, ma wszystkie boki rowne i wszystkie katy proste. Taki rownoleglobok jest kwadra-
tem.

Inne wlasnosci rownolegtoboku podano w zadaniach na koficu podrozdzialu.
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VIII. Elementy geometrii ptaszczyzny

Trapezy

(@Y i}

(’ﬂ'apezem nazywamy czworokat, ktéry ma co najmniej jedng pare bokdow rc’)wnoleglychj

W trapezie ABCD (ryc. 8.133) boki rowno- D

C

legte AB i CD nazywamy podstawami, pozosta-
te boki ramionami trapezu. Odcinek prosto-
padly do podstaw trapezu nazywamy wysoko-
$cig trapezu.

Katy trapezu, ktorych wspolnym ramic-
niem jest ramie trapezu, dopelniajg si¢ do kg-
ta potpelnego. Ryc. 8.133.

Trapez, ktorego jeden z katow jest prosty,

nazywamy trapezem prostokatnym (ryc. 8.134). Trapez prostokatny ma dwa katy proste.
Trapez, ktorego ramiona sg rowne, nazywamy trapezem réwnoramiennym (ryc. 8.135).

Odcinek faczacy srodki ramion nazywamy linig Srodkow3 trapezu (ryc. 8.136).

NN A

Ryc. 8.134. Ryc. 8.135. Ryc. 8.136.

Trapez rOwnoramienny, niebedacy rownoleglobokiem, ma trzy osobliwe wlasnosci.
Jedna poznali$my juz wezesniej (podrozdziat 12), kolejne dwie z nich formutujemy w po-

staci nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3.

W trapezie rownoramiennym:
1. katy przy podstawie s rowne,
2. przekatne sg rowne.

(J Dowdd.

1. Zatézmy, ze trapez ABCD jest rOwnora-
mienny (ryc. 8.137). Prowadzgc jego wyso-
kosci DE i CF, otrzymujemy dwa trojkaty
prostokatne, z ktorych jeden mozemy nafo-
7y¢ na drugi (dlaczego?). Stad bezposred-
nio otrzymujemy roéwnosS¢ katow przy
podstawie AB trapezu ABCD.

2. Zalozmy, ze trapez ABCD jest rownora-

mienny. Poprowadzmy w nim przekatne
(ryc. 8.138). Ryc. 8.137.
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14. Rodzaje czworokatow

Widzimy teraz, ze trojkaty ABD i1 ABC

maja:

a) jeden bok AB —wspdlny,

b) boki AD i BC — réwne (ramiona trapezu),
c¢) katy migdzy bokami ABiAD orazABiBC

—rowne.
Zatem jeden z nich mozna natozy¢ na dru-

gi (trojkaty te sa przystajace). Stad wynika Ryc. 8.138.
rownos$¢ przekatnych naszego trapezu. [J

Trapezoidy

[Hapezoidem nazywamy czworokat, w ktorym zadna para bokow nie jest rownolegfa.

czworokat, w ktorym kazde dwa sasiednie boki sa rOwne, za$S
przeciwlegte nie sg rowne. Czworokat taki nazywamy delto-
idem (ryc. 8.139). A B

bie prostopadte, przy czym tylko jedna z nich przecina w po-
fowie druga.

Wsrod trapezoidow na szczegblng uwage zastuguje C

Widzimy zatem, ze przekatne kazdego deltoidu sa do sie-

D

Pytania i zadania Ryc. 8.139.

1.

Podaj okreslenie:

a) trapezu, b) rownolegloboku, c¢) trapezoidu.

Jaki rownolegtobok nazywamy:

a) rombem, b) prostokatem, c¢)kwadratem?

Udowodnij, ze dwusieczne katow rownolegloboku przecinaja si¢ albo w jednym punk-
cie, albo w wierzchotkach pewnego prostokata.

Wykaz, ze rownolegiobok, ktérego przekatne sa do siebie prostopadte, jest rombem.
Udowodnij, ze rownoleglobok, ktérego przekatne sa rowne, jest prostokatem.
Wewnatrz danego kata ostrego obrano punkt P. Poprowadz przez punkt P prosta, aby
odcinek, wycigty na niej przez ramiona kata, miat Srodek w punkcie P.

Wewngtrz danego kata ostrego obrano dwa rézne punkty P i Q. Zbuduj rownoleglo-
bok, ktorego dwoma przeciwlegtymi wierzchotkami sa punkty P i Q, a pozostale dwa
lezg na ramionach kata.

W prostokacie roznica odleglosei jego Srodka od dwoch nierownych bokow jest row-
na 3. Oblicz dlugosci bokow, jezeli obwdd rowna sig 30.

W rombie jedna z przekatnych jest rowna jego bokowi. Wyznacz katy rombu.
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VIil. Elementy geometrii ptaszczyzny

10.

11.

12.
13.

14.
15.
16.

17.
18.
19.

368

Roznica dtugosci bokow podstaw trapezu jest rowna 8, a dtugos¢ linii Srodkowej wy-
nosi 11. Oblicz dtugosci podstaw tego trapezu.

Bok rombu tworzy z przekatnymi katy, ktorych roznica ma miare 15°. Oblicz katy
rombu.

Wykaz, ze Srodki bokéw kazdego rombu sg wierzchotkami prostokata.

Oblicz miary katéw rombu, w ktorym wysokosS¢ poprowadzona z wierzchotka kata
rozwartego przecina na pot bok tego rombu.

Udowodnij, ze Srodki bokow trapezu rownoramiennego sg wierzchotkami rombu.
Wykaz, ze trapez, ktorego przekatne sg rOwne, jest rOwnoramienny.

Zbuduj kwadrat, majac dane:

a) bok,

b) przekatna.

Zbuduj trapez, majac dane: podstawy, jedno ramie i jedng przekatna.

Zbuduj trapez, majac dane cztery boki.

Zbuduj romb, majac dany bok oraz:

a) jeden z katow,

b) przekatna,

¢) wysokos¢.



Odpowiedzi i wskazowki

Rozdziat 1.
2.
6. a) zbior rzek; b) zbidr miast; c) zbidr tréjek liczb catkowitych; d) zbior wyrazow.

7.

S s

S ke

.

00 o>

a) tozsamoSciowa w zbiorze liczb catkowitych; b) tozsamoSciowa w zbiorze liczb catko-
witych; c) sprzeczna w zbiorze par liczb rzeczywistych; d) sprzeczna w zbiorze liczb rze-
czywistych; ¢) tozsamoSciowa w zbiorze par liczb rzeczywistych.

Zdania: a), ¢), d) sa prawdziwe, zas b) falszywe.

Zdanie a) jest falszywe, zdania b) i ¢) sg prawdziwe.

Zdania a), b), ¢) sg prawdziwe, zdanie d) jest falszywe.

a) x moze by¢ kazdag liczba mniejszg od 1; b)x moze by¢ kazdg liczba nie mniejszg niz—2
i nie wickszg niz 2; ¢)x moze by¢ kazda liczbg r6zng od 0.

a) nie, bo x*> 1 takze dla x<— 1; b) nie, bo dla x<— I mamy x> 1.

Zdania a) i b) sa prawdziwe, zas c) i d) — falszywe.

a) dla x, y dodatnich; b) dla x, y ujemnych; c) np. dlab=3,c=4,a=5; d) np. dla
n=0,6,12,18,24albon=1,5,7,11.

a) nie, np. gdy p jest zdaniem prawdziwym, zas g — falszywym; b) nie, np. gdy p jest zda-
niem falszywym, za$ g — prawdziwym; c) tak.

a) nie, b) nie, ) tak.

a) zdanie falszywe, b) zdanie prawdziwe, c)zdanie prawdziwe, d) zdanie prawdziwe,

e) zdanie prawdziwe.

AV V (x+y)=x2+y b A A (x—yY=x=2xy+y% ) V x*-4<0;
R xeR yeR

XeR ye x€R

d)V V x*—y’=x-y; e) A A x’+y’=2xy; f) V x’<0.
y

xeR yeR xXeR yeR xeR

35, 46, 74. Wskazowka: Prawdziwe moga by¢ jednoczesnie zdania: a) i d), b) i d)
orazc)id).

2. 1974. Wskazowka: Prawdziwe jednocze$nie mogg by¢ jedynie zdania a) i ).

3. Do miasta A4.

Rozdziat I1.

1.

6. ANB=A, AUB=B, A\C=A, AnC=0, BNC=zbiér trojkatow prostokatnych

rownoramiennych (o roéwnych przyprostokatnych), BU C = zbior trojkgtow rownora-
miennych i trojkatow prostokatnych, C\ A=C, A\ B=@, B\ A = zbior trojkatow
réwnoramiennych niebedacych réwnobocznymi, B \ C = zbior trojkatow réownoramien-
nych nieprostokgtnych (ostrokatnych lub rozwartokatnych).
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Odpowiedzi i wskazOwki

a)ANB; b)AUB; ¢)AUC; d)BNC; ) ANC; ) AUBUC; g)BUC.
4=9,b=7,c=8,d=6. 9.4={1,2}, B={1,2,3,6,7,8}, C={3.4,5.7,9}.

W

a) xeAﬂ(B\C)@xeA/\xeB\C@xeA/\(xeB/\x&é C)e
4:»(xEA/\xEB)/\xgéCc»xEAﬂB/\xgéC@xe(AOB)\C;

b) x€A\(B\C)sxeAAx¢gB\CoxeAN(x¢EBVreC) s
o(xeANxEB)V(xeANYEC)sxEA\BVXEANC & xE(A\ B)U(ANC)

4. a)tak; b) tak; c) nie.

5. AnB=B,AnD=D,BUuD=B,C \D:zbiér rownolegtobokdw niebedgcych prosto-

katami; CUD=C,CnD=D,B\ A=2,D\C=2.

W

. {x:(~p(x)) v (~q(x))} =A'"UB'; {x:(~p(x)) A (~q(x))} =A'NB".

Rozdziat Ill.
1.
4. 2)-8:b)0,5: ¢)3: )80, 5.100. 6.7 7.8 8.2
9. a)x=1;b)x=1;c) x=498425.
10. Albo 7 stoikow po 1 % kg i1 stoik po 2 % kg, albo 2 stoiki po 1 % kg i 4 stoiki po 2 % kg.
2.
4. 27. 6.96%. 7.26,5%. 8.Nie,jestnizsza 00,04%. 9.34%. 10.69960,25z1. 11. p= 40.
3.
Potegowanie
3. a)a; b)x>: o)x’; d)x’se)a*b’.  4doa)abe b)a'c
5. a)f2; b)2 ¢35 )5 6.a)64 b) =1 ¢) 3375,
7. a) 3200> 2300, bO 3200: 9100’ Zaé 2300: 8100; b) 3250> 410(), bO 3250: 2250’ Zaé 4100: 2200;
¢) 925275 d)45"0 5= 75%; ¢)18"7> 63", b0 18'%> 169= 47=64'"> 63';
£) 2295552 b022%=(2-11) = 2% 1= 32" 117, za§
552=(5-11) =52 117=25" 112
8. 5%<29< 47 <3 bo58=25%, 219232, 4= 64", 3= 81",
9. a)2%; b)3*% ¢)5".
Pierwiastkowanie

. )13,/5; b)2asa; ©)-7/6+4/10.  T.a)>; b)L

: a)2; b)57; ¢)330; d)315. 2.a)-3; b)4.
. 8=2/15+ /5-2/6+/8+2/2-2/5-2/10=
=/5-2/5-3+3+/3-2/3/2+2+ /1+2+5+2/2-1-2/5-1-2/5- /2=

S Ty (R R SN R RN RS R AR

6
A,
5.a)1; b)5.  7.)2002; b)2002.
5
1
3
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Odpowiedzi i wskazowki

A\ a5 7= Ji= 1= 2)= 5521 - f5=2/1 -2~

/ = - ~
:»/(‘/7”) —/( f7~1) ~2=/T+1-/T+1-2=0
a) lz;b)a}rc 2.a+b.

. Poniewaz (a —b)+(b—c)+(c—a)=0,wicc
(a—b)3+ (b—c)3+ (c—a)3: 3(a=b)(b—c)(c—a) (zob. przykiad 6%).
1 =23 3+ x(2-x7) ’ (1- 2x3)3+x3(2 —x3)3+x3(1 er3)3
a =
[ : o
143030+’ (1 +x) 1 py S DI e G 1) FERCas
(1 +x3)3 (1 +x3)3 ’ (x2+ 1)2—)62 x*(x+ 1)2— 1 x'=(x+ 1)2

_(xz—x+ 1)(x2+x— 1) (x—x2+ 1)(x+x2— 1) (x2—x— 1)(x2—x+ 1) -
- (xz—x+ 1)(x2+x+ 1) (xz-i-x— 1)(x2+x+ 1) (xz—x— 1)(x2+x+ 1) -
:x2+x— L, —x24x+1 N xi-x+1 _ X+x+1

X+x+1 x*+x+1 x*+x+1 x*+x+1
. ﬁ — 1. Wskazowka: Zauwaz, ze k-ty sktadnik tej sumy jest postaci

Sk 1=2 Jkr Dk = Jke =2 ke 1 Jk vk = (kv 1= /&) = kv 1= k.

+x°=

1+x

=1.

'a)k<) (n- k>' ”'(k—l)!«( —_11>)' (k= 1)! ”(kj)
( )(?) (n— k T kk' 0! zv(nni1)!'(1«—1)!(((;@”—_1[))1(k—l))z:(7)(2:?)'

C)(Z:)_( n)!  2n- (2n—1)‘ _, (-1 :2_<2n—1).

nln!  n(n-1)"" nl((2n—1)-n)! n
pomiowas |2V 2 g (2K e
- Poniewaz| , | = ( P | wise

N0
e A I
EHE 0
EFC() OH

. [(n n n+1 )
¢) korzystajac z rownosci < k) + ( X ) = ( ), otrzymujemy:

b)
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(6
\3
d) analoglczme jak c).

1
6. 41+19,/2.  8.Liczba ta jest catkowita, wynosi ona bowiem 198. 9. X

10 (12> 11 ! x. 13 a)(24>~36' b) > -6; ) X -6
\4) 2 14 ’ 2/ 7 2

Rozdziat IV.

1.

8. a)6-8+20:(4-2)=58; b) (3248: 16 -3)- (315~ 156 -2)=600;
¢)350 - 15- (104 — 1428: 14) =320.

9. 1-2+3-4+5-6+7-8+...+97-98+99-100=
=(1—2)+(3~4)+(5—6)+(7—8)+...+(97—98)+(99— 100)250-(—1):—50.

10. 1.

2.

11.129. Wskazéwka: Zauwaz, ze jezelid |n, to % |n. 12.24. 13.25.

14. Wskazowka: Zauwaz, ze n+ 1jest liczbg parzysta i podzielng przez 3.

15. Wskazowka: Uzasadnij, ze co najmniej dwie sposrod liczb a, b, ¢, d sa parzyste.

16. Wskazowka: a) 4 + 7a=4(a+1)+3a; bya+2~(35-b)=(a+b) - 33.

17. Wystarczy zauwazy¢, ze (a — 1)2 +a’+ (a+ 1)2 =3a’+2.

18.Niech NWD (a,b) =d. Wtedya=k-d.b=1-d gdzie (k1) = 1.Stad NWD (a,b) =k - d.
Zatema-b=k-d-1-d=d-(k-1-d) :NWD(a,b)-NWD(a,b).

19. Dwucyfrows koncowka szukanego kodu mogta by¢ kazda z liczb: 10, 40, 70, 25, 55, 85.
Wskazowka: Skorzystaj z cech podzielnosci przez 3 i przez 5.

20. Dana liczba to: 322357176. Wskazowka: Skorzystaj z cech podzielnoSci przez 8 i przez 9.

21.5koro p|(5a— 1)i p|(a=10), to p|[(5a = 1) = 5(a—10)]= 49, czyli p|7*, wige p=7.

Zatem7|(a— 10)oraza—10=(a - 3) —7.Sta}d7‘(a— 3).

372



Odpowiedzi i wskazowki

3. a)l14; b)20. 4.a)Z—t—g—,jeélia £0,b#0,a#b,a#-b;b)a,jesliazb,a#-b,b#0.
a2 +3
a’l+4

mierna, czyli rowniez a’+ 2. Ale, z zalozenla 2 ——— jest liczbg wymierng. Wobec tego

jest liczba wymiernq Stqd wynika, ze a”+ 4 jest liczba wy-

1 .Cl
al+4’ wie 24

a + 1jest liczbg wymierna. Zatem takze a jest hczbq wymierng.
2 24 p?
6. OczywiScie musi by¢ a#0 i b#0. Skoro a+£——b+7, to ~ Zb =" +b , stad
a=b.boa’+b>>0,gdya#0ib#0.  T.a=5, b=-1. 8.Niechw—a +b2,
52 2 2
gdzie a,b W. Wowczas — = %:ub— = <£> +<—b—) i oczywiscie %,% ew

w w W2 w w

JeSlia+tb+ceWia+be W, toce IW (gdyby c € W, to suma liczby niewymiernej

a + biwymiernej ¢ nie moglaby by¢ liczbg wymierng — a jest!) I dalej: skoroa + b € IW,to
ktora$ z liczb a i b jest niewymierna (bo suma dwdch liczb wymiernych bytaby liczbg wy-
mierng). Zatem co najmniej dwie sposrod liczb a, b, ¢ s3 niewymierne.

7. Wskazowka: Zauwaz, 7¢ 29+ 12.,/5 = (3+2,/5) .
8. (4+/15)(/10- /6) /4= /15 = [(4+ /15) (/10 - /6] (4= /15) =
- (44 /15 (16 -2,/10- /6)(4 - /15) = /(4 + /I5) -4 (4~ /I5) =

—\\2
- - 2 - -
=/(2(4+/15)(4=/15)) =2-(47=15)=2-1=2.
§+2,7 _(/7%1)
2 2
10. Para (O, 0)jest jedynym rozwigzaniem w liczbach wymiernych danego rownania. Istotnie,
gdy x# 0iy# 0, to jest ono rownowazne kolejno rownaniom:
2
X-2ay+yi=2yt e (x-y) =27 o (x—_—y> =2 o xyy
y
nie dla liczb wymiernych x iy oczywiscie nie moze zachodzi¢ (dlaczego?).

9. Wskazowka: Zauwaz, ze 4 £ /7 =

ﬂ Ostatnie rowna-

3. a) 2,96+3,97+4,98+5,99=(3-0,04)+(4-0,03)+(5-0,02) + (6 - 0,01) =
=(3+4+5+6)—(0,04+0,03+0,02+0,01)=18~0,1=17,9;
b) 2,89 -3-1,22+5,16-1,39=(2,89 - 1,39) + (5,16 = 3,66) = 1,50 + 1,50 = 3;
¢) 23-19,99-29-19,99+16-19,99=19,99 - (23 + 16 -29)=19,99 - 10=199,9.
4. 716, bo 3 =0,(1 176470588235294).
3, ot 116 12
5. a)5; b)l 25, c) ,d)299, oo )1m 6.1, bo 55 =0,(12).

7. Poniewaz % =3,(1 42857), wigc okres rozwinigcia dziesigtnego liczby 2—72 ma 6 cyfr. Dzie-
limy 2002 przez 6 i otrzymujemy reszte 2. Druga cyfra (od lewej strony) w okresie jest 4.
Jest ona zarazem 2002. cyfra rozwini¢cia dziesigtnego liczby =

bl

[(a<b)/\(c<d)]=>[(a+c<b+c)/\(b+c<b+d)]:(a+c<b+d).
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5. Nieprawda jest, ze (¢ <hAc<d)=a—c<b-d Naprzyklad:4<511<4,ale
4-1>5-4.

6. [(a<b)A(c<d)|=|(ac<bec) A (be< bd)| = (ac< bd).

7. a<bAc<d=—a>-bA~c>~d=(namocyzad. 6.)= (~a)(~c)>(=b)(~d), bo
—-a,—b,—c,—d>0. Zatem ac> bd.

8. Wskazowka: Skorzystaj z wlasno§ci udowodnionych w zadaniach 61 7.

9. Najmniejszg jest b, zas najwicksza a. Wskazdwka: Skorzystaj kilka razy z przechodnio$ci
relacji nieréwnosci.

10. Wskazowka: Przyjmij, ze a < b < ¢ < d (dlaczego tak mozna zatozy¢?) i skorzystaj z dru-

giej nierdwnosci.

1. Wskazéwka: Pomndz obie strony dowodzone] nierdwnosci przez a - b, a nastepnie prze-
ksztalcaj jg rownowaznie.

2. Wskazowka: Zauwaz, ze (a’ - bz\ (a-b) =4dab(a-b)".

a+b 1 1) 1 a b lfa b

3. Wskazowka: a) (—a—+g>:5<2+5+;>:1+—2—(5+5>.
b) Pomnoz obie strony dowodzonej nieréwnosci przez a*- b

4. a)2a*+2b*—ab(a+b) = 2a*+2b*~a’b—ab’ - 2a*b*=
=(a®=b?) + (a* - a*b) - (ab*~b*) = (a*~ b*] +a*(a~b) ~ b’ (a—b) =
=(a=b?) + (a—b)(a’~b*) = (a—b) (a+b) +(a-b) (a’+ab+b?)=
=(a-b)Z((a+b)2+a2+ab+b2) > 0.
bya’(b+1)+b*(a+1)~a’(b+b*)~b*(a+a’)=
=a’b+a’+ab’+b’~a’b—a*b*—ab’-a’b’=
=(a’b-2a’b*+ab’) + (a’b—a’b) - (ab*~b*) =
=ab(a’-2ab+b*)+a’(a—b)-b*(a - b)—
=ab(a- b) +(a-b)(a’ -—b2) ab(a—bY +(a—b) (a+b)=
=(a- b) (ab+a+b) =

5. ab(a+b)+bc(b+c)+ ca(c+ a) - 6abc=a’b+ab*+b*c+bc*+c’a+ca’ - 6abc=
=(a’b~2abct be?) + (b c— 2abe+ ca’) + (¢ a— 2abe+ ab®) =
=b(a’-2ac+c?)+c (b= 2ab+a*) +a(c’— 2bc+b*) =
=b(a-c)+c(b—a)+a(c—b)>0

6. Wskazowka: Skorzystaj z prawa dzwigni i z nieréwnoSci % + s >2dlaa>0,b>0,a#b.

4. W szpitalu tym bylo wtedy tylu lekarzy, ilu pacjentow.

a b a b a b ¢ la b ¢
— —_ —_———= ) Lo — —_> 3 — s — — = 3.
5'b+a>2ba 2 6b+c+a>3 \/bca 3

7. ab(a+b)+bc(b+c)+ca(c+a)=a’b+ab*+b*c+bc’+c*a+ca’ >
>6-%a*b-ab* b*c bc* c?a-ca* =6 (abc6=6abc.
8. (a+b)(b+c)(c+a)>2/ab-2/bc-2 /ca=8 [(abc) =8abc
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A ﬂB=<—5;2>,A'ﬂB' =(—oo;—7>U(5;+oo),AUBZ(—7;5>,
A'UB' = (=001 - 5)U(2; + o), A\ B=(2:5), B\ A = (=7; - 5),
A"\ B=(=T;=5)U(5; + ), A\ B' =<—5;2>, B'\AZ(—oo;—7 U(Z;S), B'\A'=(2;5>.

7. a)a<c<d<blubc<a<b<d; b)c<a<b<d

8. Tak, gdyz, jesli a<b, to 2a<a+b, wigc a< ar

, oraz jeSli a<b, to a+b<2b,

czyli ath <b. Zatem, rzeczywiscie, jesli a<b, to a<£12L—b—<b, co dowodzi, ze

a;be(a,b).
9. Tak. Wskazowka: Skorzystaj z zadania 8.
10.
4. a)x€ (l,+0); b)xe (=00,2); ¢) xE (~0,3); d) x € (=00,0).
5. a)3-x;b)2 ¢)-2— 1. 6.a)|x|<2; b)|x|<3; ¢)|x|<llub|x|>1; d)[x|>5.
7. a) 1, gdy x> 2,zas—1, gdy x< 2; b) [x+ 1}; C)O gdy x< 0,za$ 1, gdy x> 0.
8. a)x=0; b)x——llubx 7, ¢)x<0; d)x———lubx—l ,

2

<x+|x]) ( |x| _X +2x|x\+|x| x —2x\x|+|x| ( +|x|> 4x*

9. + + = =x"
2 2 4 4 4 4

10.a2+b2:26ab, wiec a’+2ab+b*=8ab i a’—2ab+b*=4ab, czyli (a+b) =8ab

i(a—b) =4ab.

2 2
a+b\ (a+b) 8ab a+b a+b
Stad = =——-=2,czyli =/2,bo >0,gdya>b>0.
¢ (a—b) (a—b)2 4ab - (Y a-— =2, a-b gy d

u o x=-x X 2x>0_ X, x>0_ .

+a) max {x, =x} = —x, x<—x |-x, 2x<0 |-x, x<0_|xl’

b) i ¢) Poniewaz max{x,y}+min{xy}=x+y oraz max{x,y} - min {xy}=]x-yl,
wiec2max {x,y} =x+y+|x— y|i2min{x,y}=x+y—|x—y\.

x+y+|x—y|. x+y—|x—y|

Stad max {x,y} = 5 imin{x,y} = 5

12. Poniewaz 2 max {x,y} = |x—y| +x+y (zob. zad. 11b), wiec

11.

111 11 2
4 ———r=|2 ——t——
max{a,b,c} max{a b} -

1 1), 1,1 2
a

ab b c

' {1 1} 2
+2maxy—,—r+—=
ab] c

2 ||b=a|l b+a
+ o=
c | |abl

lb al b+a+g
|ab| c

1
____+._.. I
a b’ Z b

a)xe{—l,S}; b)xE{—S,l}; c)xe{—l,9}; d)xe{O,Z,lO,lZ}; é)xe{—l,—;—};
flxe {—4, 5}; g)xe {—1,2}; h) brak rozwigzan.

2. x=-5. 3.x= 2y0x2y~1 x2y 2; x=2,y=3.
4. a)x=7, y=—10; b)x——,y 2lubx—z,y %

a)x € (4,6); b)xe (—oo,~1) U (4, +00); c)xe( o0, ——) (3,+0); d)x—-dowolna
liczba rzeczywista; e)xe( ) fyx€ (-o0,2); g)x€(-2,4); hyxeR\{0,1,2}.
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12.
3. a)54; b)98; ¢) 111, 4.a)8,567; b)0,888; c)0,0303.  5.10,909.

Rozdziat V.

3.
3. a)R; )R\ {-1:2}; ¢ (—oo;—;>; d)(=2;+o0) e)R; f)(=5: 1) g) R\{-1:1}; h)(-3;2)
4. a) <—6;O); b) {—1; 1}; c) <1;5>; d) {0}; e) <1;+oo); f) <2;4>; g) (O;—;) U {2}

4.

6. 0)2 b)Z% ottt dyat oz e)atom Dat

7. a)nie; b)tak; c)nie; d)nie.

8. fln= );2_:11 =x—1gdyx#1,g) = (ﬁ)zzx, gdy x> 0. Zatem:

a) flo +g) =2x—1,gdy x> 0; b) f(x) —gx) =—1, gdy x> 0;

¢) f() - gx) =x’—x, gdy x> 0; d)%:—x; 1,gdyx> 0.
9. a)%; b)=2,2; ¢)0,3; d)—1, %; e) 1;f) brak.

10.a) 1; b) 0,5; c) 1; d) kazda liczba catkowita.
1

1 Xy 2 x> 1 x*+1
11.f(x)+f<—>: N Tl
X/ 1+x 1+i [+x% 1+x* x*+1
2

1.

12. Nie istniejg; w przeciwnym wypadku po podstawieniu do podanej rownosci x = 0 oraz
x=1 otrzymalibySmy rownosci f(0)+g(0)=0, f(0)+g(l)=1, f(1)+g(0)=1,
f(1)+g(1) =3,z ktorych wynika, ze 3 =0+ 3 =£(0) +g(0)+f(1)+g(1) =
=f(0)+g()+f(1)+g0)=1+1=2, czylize 3= 2.

13. Podstawiajac do podanego réwnania x = 0 oraz x = 1, otrzymujemy rownoSci:
FO)+f(1)=0i f(1) +f(0) =g(1), zktorych wynika, ze g(1) = 0. Wystarczy zatem przy-
jaéc= 1

14.x€ {4, -2, p- 3. p-3}. Wskazowka: Zauwaz, ze f0) = ool =3 P

+3 x+3°
2x, gdy x<0
15.g[=)-f () =0, gdy x#0. 16. f0+g@ =4 0, gdy 0O<x<l
X2 X y
‘ -2x, gdy x=1.

17. f(o) - gv) =x, gdy x € R.

5.

L a)ymin{f);xe (-1;3)} =f3) == 1, max{f();xc (-1;3)} =f(=1)=3;
b min {f(): e (-2~ )} = f— ) == 1, max {f: ¥ € (-2~ 1)} =f(~2) ==
c) min{f(x);xe (=2 1>} =f(-2)=0, max{f(x);xe (-2 1>} =1(0) = 4;
d)min {f®0):x€ R} =f(1)=0, max{f(x): x€ R} =f(~1)=2;

-1
Wskazowkas fo = S 2
1+ 1+x

x2
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2. Dlax=01 max{f(x);xeR} =f(0)=1

3. Dlax=—1 imax {f(x) (X €E R} =f(- 1) =7. Wskazowka: Zobacz przykiad 5.

Kwadrat o boku 1. Wskazowka: Przyjmij, ze prostokat ma boki 1 +a i 1—a, gdzie
ae(0:1). 1

Kwadrat o boku 1. Wskazéwka: Przyjmij, ze prostokat ma bokia i = gdzie a > 0.

=

Wskazowka: Oblicz f(x+ 2a)i f(x+ 4a).

foe+2a) =f ((x+a) +a) =gx+a) == [(x),skad fx+2a) == f(x).

I wobec tego f(x+ 4a) =f ((x+ 2a) + 2a) == f(x+ 2a) = f(x), czyli f(x+ 4a) =f(x), co

dowodzi okresowosci funkcji f. Dalej: g(x+2a) =g ((x+a) +a) =~ fx+a) =—gW),

skad gx+ 2a) =—g(x). Zatem g(x+4a)=g ((x+ 2a)+ 2a) =—gx+2a) =gx), czyli

g(x+ 4a) = g(x), co dowodzi okresowosci funkcji g.

11. Wykaz najpierw, ze dziedzina funkcji f jest zbior R, a nastepnie udowodnij, ze
f(—x) =—f(x) dla kazdej liczby rzeczywistej X .

12. Podstawiajac do podanego réwnania x=y = 0, otrzymamy rownos¢ £(0) = 2£(0), skad
f(0)=0. Gdy za$ w podanym réwnaniu podstawimy y =-x, to otrzymamy roéwnos¢é
£(0) = f(x) + f(~ x),a wiec réwnos¢é f(—x) == f(x), ktora dowodzi nieparzystosci funkcji f.

13. Poréwnaj zadanie 5. na stronie 65 (rozdziat III, podrozdziaf 6).

14.7 rownosci f(=1)=f(1) i f(=2)=f(2) otrzymujemy b=d=0. Wobec tego
f(0) = ax*+ ex* + e i rzeczywiscie f(—x) = f(x) dla kazdej liczby rzeczywistej x .

15.7 tre$ci zadania wiemy, ze na Ziemi zyje ponad 4 000 000 000 ludzi, w tym co najwyzej
40 000 000 ma ponad 100 lat. Zatem ludzi, ktorzy maja nie wigcej niz 100 lat,
zyje na éwiecie 36 844 240. Obliczmy teraz ile sekund miesci si¢ w 100 latach.

Mamy: 100 - 365 - 24 - 3600 = 3155760 000 sekund (dlaczego?).

Poniewaz 40 000 000 > 36 844 240, wiec numerujac szufladki liczbami od 1 do 36 844 240
i umieszczajgc w nich Iudzi, otrzymujemy na mocy zasady szufladkowej Dirichleta tezg za-
dania.

16. Uczniow w klasie jest 40, a miesigcy w roku 12. Poniewaz 40 > 3 - 12, wigc z zasady Diri-

chleta wynika, Ze co najmniej 4 uczniéw z tej klasy urodzito si¢ w tym samym miesiacu.

© ® o =

Lok kol 92(2+02) 03 D

4 4
4. a) f(g)==—2x"+1, g(f0))=(-2x+ 1)2, f(fe)=4dx—1, g(gl)=x";
b) f(g) == 2x+7, g(f)==2(x+2), f(f)=x, g(g))=2(2x-9);

0 flglo)=1-x g(f) =15, f(f)=x glgbo)="1.

x=1

X

5. a) f(f) =|x], g(gr)=4dx+3, f(gl)=]2+1], g(f())=2|x|+1L

) 4x+3; x>1
X*+1)+1; x=0
b) f(f)= ( ) g(g)=1-2x—1; ~%<x<1
x*+1; x<0, 1
X, X<*5;
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2
2x+ 1) +1; 1
SRS 26743 x>0
flg)=1(x+ 1)2+]; —%<x<1 glf)=42x+1; x<0
. 1 0; x=0;
k—x— 1; x<—5,
(x>~ 1 = 1; x& (=1,0)U(0.1) -3 x>1
c) f(fe)=1-1; x=0 g(g)=4-4x+1; x<0
* *€ (moo, =) U (L, +), ~dr+ 3 0<x<
[(2x—1Y-1; 0<x<1 -1 x>1
flg)={2x—1; x=0 lub x>1 g(f)=4-2x*+3; —1<x<1
1-2x x<0, 1-2x  x<-1.

6. 2f (V2)=3-f(f(/2))=2-1-3-f(1)=2-3-0=2,
7. Dlax#0ix# 1obliczamy f(f(x)) =
1

1 T
-y’
FFFG)) = - ! | .

1= ()’ 3/1 _ (1 B} L) e

1
P X
8. (fefe...of)(x)= X Wskazowka: Wyznacz f (f(x)) i f(f (f&x))), a nast¢pnie

1+

n

zastosuj indukcje matematyczng.

9. Dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, x2 zachodza implikacje:
f(f(x1) =f(f(x2)) = f(x1) =fx2) = —x1=—x2=> X1=X2.

10.Z podanej w zadaniu réwnosci 1) x+f(x) =f(f(x)) otrzymujemy réwnosci:
2) f(0) =£(f(0)), gdy zamiast x podstawimy 0; 3) f(x) + f(f(x)) = f(f(f(x))), gdy zamiast
x podstawimy f(x). Z roéwnosci 2) i 3) otrzymujemy odpowiednio rownosci:
4) (F(0)) = FF(F0)) i 5) F(0) +F(F(0)) = f(F(F(0))). Z r6wnosci 2), 4), 5) znajdujemy
ff(0)) =£(0) = 0.

11. Oznaczmy f(0) =x, f(x) =y. Wowczas f(y) = 0. Z podanej wiasnosci funkcji f wynika,
ze|x=0|>|f00) = f(0)|=|y—x| > |f() = f@)|=]0 —y| = | f(0) - f()| =|x=0].
Stad x=y = 01 ostatecznie f(0) = 0.

12.

378

Poniewaz f(x) >x dla kazdej liczby rzeczywistej x, oraz funkcja g jest rosngca w zbio-
rze R (wykaz to!), stad dla kazdej liczby rzeczywiste] x zachodzg nieréwnosci

flg) > g) > g(fx)).

a) tak; b) tak; c) tak.  4.a) f ') =3x—6; b) f ' (x) = x)—C % o) f 'w="Vx+1.
Tak. Niech f: X — Y bedzie funkcja odwracalng i monotoniczna (np. rosngcg) w zbiorze X.
Wykazemy, ze funkcja f~': Y — X jest takze monotoniczna (rosngca) w zbiorze X. Istot-

nie, dla dowolnych y1,y» ze zbioru Y, jesli yi<y», to f~'(y1) <f~'(y2) (gdyby bowiem
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dla pewnych Vi, yz ze zbioru Y takich ze yi<y2 byto f~'(yi) =f ' (y2), wtedy takze

fE 0D 2 02)), czyli yi=yo). » .
6. Mamy (por. przyklad 8): (frog=f) = (he(g-f)) =(gef) *h '=fleg™'eh".
7. flx) =x*. Wskazowka: Wykaz, ze g: R+— <O, 1) jest odwracalna, znajdz g |, a nastepnie
2

f=g 'oh. 8. fx) = I——f—zx Wskazowka: Poré6wnaj rozwigzanie z zadania 7.

Rozdziat V.

1.

4. a)a=1,a=30", B=60" bya=14, b=14,/3, f=60", c)b=6,3, a=30", f=60"
dya=62,5 ¢=67, =21 e)b=159, c=23,2, a=47".

5. AB=6/13. 7.a)1; b)1; ¢)2; d) 1.

8. a)sin@; b)sin’a; c) 1, ;o d)2; e)tga; f)tgoy g)cosa.
cos o

15 8 15 5 5 12

9. a=—=, tga=-—, == ina=—, tga=—, ctgor=--;

a) cos 7 tg 5 ctgor rE b)sin«x S g B ctg 5
/3 1 1 [n-1] \ In—1]
c)cosax=—, cos=—, ctga=— d)coso{=—— ctgd = ——.
) 2 p cea=md n+ 1 |n—1| SR W

10. 1. 11. Okoto 8,19 m. 12. Okoto 1720 m. 13. Okoto 2,8 km 14,9 km.
14. Objetoéé V tej szklanki wynosi 7T- 3*- 9 = 8171. Objetos¢ V/,
wylanej wody réwna jest polowie objetosci walca (ryc. 1)
o promieniu podstawy 3 i wysokoSci rownej 6 tg .
Zatem V= % 32 6tga=27mtg . Poniewaz V= % V,

wiec 27mtg o = % -8171, skad tga = 1 i ostatecznie @ = 45°.

2.
3. 2)870% b)630% ¢)725°  4.a)12%% b)7* ¢)13*%

d)6"; e)14% 1) 5%. 5.a) 23 razy; b) 44 razy.
4,

6 3 2
5. 107[1107I 6. a )
5.

3 3 2 2 3

1. a)41 ; b)— 21571 c)—1413 d)41ﬁ7£ 5.a)(a—b); b)(a+b); c)(a-b).
6.
8. Wskazowka: a+ B+ = 180°, wicc %:90°—(a+ B).
9, siny=i—‘g§,tgy=i/§,tgx=i{3—.

10.— 1. Wystarczy zauwazy¢, ze dla kazdej liczby catkowitej k jest
cos ((Zk— 7 (cos 2km (cos (2k + 1) 7[))) =
=Cos ((Zk -7 (cos (2km (- 1)))) = cos ((2k = 1) 7 (cos 2km)) =
=cos ((2k=1)7-1)=cos(2k— 1) =~ 1.

1. a)0;b)0;¢)0. 2.a)—-1;b) - c)— 3.a)1;b)a+b;c)a+b.
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4. a)—%; b)‘%; )0' d) 0; e)~-/3. 5.a) 1;b) 1; ¢) /3; d) nie istnicje; e) — 1
f /3.
4 4°

6. a) nie istnieje; b) ; d) 0; e) nie istnieje.

1. a)—-1; b) si%; C)|sinx+ cosx{. 2. a)—%; b) 1; ¢) 2.

3 a)smO(——2 t Oc——2 ct O(——i b)sina = e cosoc——l« tO{*-z-fl—
: 13° 8 50 CETTT 25° 250 BT
10.

4. a)7; b)4m; c)2m; d)m; e) 2T f)%n; g) 7; h) m; 1) 27,

1.

eC; byx=(-1)" —+n£ neC;
12 4’

1. a)x:(2k+1)-
c)x= ( +n-mw,neC; dyx=Q2k+1)m ke C;
T

e)x——+kn1ub ——%mkﬂ, ke, f)x=——9—+k%a ke

g)x=(2%k+ 1), ke C; h)x=2k+%,kec; i) x= 6k, ke C.
5 T T3 5 7\
2. ) (0, —) ( T.27); b) 3 —--n>u< 7c,4n>,

3)°\3 PAVE RV
(0. 27| u(L72m) 0.2 0(0.2)u (. 2m)

6 6 4 g | UV

TS 311 517 7 23 \ (9 29

== S 2, AP 4y =y A1V
g)( n)u(gﬂ,24n>u<8n,24n)u<8n,24ﬂ>u<8ﬁ,2471>
1135 \ (13_ 41 15_ 47 5 7
Ul=mm|ul == 7|u “Za) n U2, =T,
(871247{) (87[24ﬂ> (87[247[) ) <4ﬂ’4 >

%k
)4

) <% T27); )

’3
U{=1, 27 );
¥

n3
4’ 4

Rozdziat VII.
1.
8. a=0. 9. Nie mozna; prosta taka nie jest wykresem zadnej funkcji (dlaczego?).

10. a)y——/—g-x /3 b)y=—/3x+2 1l.a)2 b) 35 ©) 4.

12.—-41 11 to odpowiednio najmniejsza i najwigksza spoSrod szukanych wartosci b.
13.a)a,=a,; bya, a,=—1; c)a,#a,ib,=b,; d)a,#0,a,#0,a,b,=a, b,
14.a-b-c-d<0,gdyza>0,b<0,c<0id<0.

15. Aby wykresy funkcji y = ax+b, y=bx+c i y=cx+d mialy punkt wspdlny, rozwigza-

=ax+b
nie ukladu rownan () Y musi by¢ rozwiagzaniem réwnania y = cx+ a. Uktad
y=bxtc (y=ax+b
(%) jest rownowazny ukladowi . Jesli a=b, to c=b, wigc mamy
(a=b)x=c-b B

a=b=c. Gdyby zas a # b, wtedy z réwnania (a — b) x = c — b otrzymujemy x = (cz co
2

-b
Podstawiajac pare

o ., . . ac
po podstawieniu do réwnania y=ax+b daje y=

c=b ac=b’
a-b’ a-b

—b
) : . . .ac—=b* c’—bc )
do rownania y = cx+ a, dostajemy rownos¢ b b + a, ktora
a-— a-—
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jest rownowazna kolejno rownoSciom:
ac—b*=c*~bc+a*—ab,a’+b*+c’—ab—bc—ca=0, (a— b) +(b- c) (c—a)2=0.
Ale ostatnia rownosé, wobec a # b, jest niemozliwa. Zatem musi by¢a=b=c.

16. y=3x+ 1. Zalézmy, ze szukany wzor funkcji liniowej jest postaci y=ax+b. Wtedy
zréwnosci f(3x) = 3f(x) — 2 otrzymujemy b = 1, a z rownosci f(x+ 3) = f(x) + 9 dostaje-
mya=3.

17. Mamy nieréwnosci f(2001) > 20011 f(2003) > 2003 dla f(x) = ax+ b, czyli nierowno-
§¢i2001a+b>2001i2003a + b > 2003, ktore dodane do siebie stronami prowadza do
nieréwnosci 4004a + 2b > 4004. Po podzieleniu obu jej stron przez 2 otrzymujemy nie-
rownos$é 2002a + b > 2002, czyli nierdwnos¢ f(2002) > 2002.

3. a)3; b)4; c)—%—; d)1; e)l. 4.a)(2;+o0); b) —oo;% ; ) nierdwno$¢ tozsamosciowa;
27 1 12 22

d) <§;+oo); e)(l;+o0); £) (—o0:1).  5.a) (—5; 3) b) brak rozwigzar; (:)(13 - >

d) (% 20). 6.2) (= 1;+ 0o ); b) (—oo; —;—>, c) brak rozwigzan. 7.a)m = 6; b) dla zadnego n;

cym=3;d)m=15. 8.a) rownanie sprzeczne; b) réwnanie tozsamosciowe.

9, a) rownanie ma jedno rozwigzanie x=a— 1 dla a# 1, jest tozsamoSciowe dla a=1;

b) rownanie ma jedno rozwigzanie x= _+_az_2 dla a # 2, jest sprzeczne dla a=2;

¢) rownanie ma jedno rozwigzanie dla a # 0 i a # 1, jest tozsamoSciowe dla a = 1, jest

2 dla a#0, jest

. . . . . 1-
sprzeczne dla a=0;  d) rownanie ma jedno rozwigzanie Xx=
a

sprzeczne dlaa = 0; e) rownanie ma jedno rozwigzanic x = a—JlrE dlaa#-2ia# 3,jest

tozsamosciowe dla a = 3, jest sprzeczne dla a =— 2; f) rownanie ma jedno rozwigzanie

2(a’~1) . . .
xX= —m—, gdy|a| # 1, jest tozsamosciowe gdy |a| = 1.
5 3 15 1 14 1
10.a=—~, b= 1nn.m<——. 12.——<m<—. 13.a=——.
a==7 1 m 2 2 3 <m 3 3.a >

15 pszczét.  2.84lata. 3.Janek ma 10 lat, a jego ojciec 40. 4. 18 pan i 24 panow.
7 groszy. 6. a) mniejsza niz 54 km/h; b) wigksza niz 54 km/h.  7.0d 6%. 8.a) 79;b) 97.
Warunki zadania spetniaja dwie liczby: 83 i 92. Niechx oznacza cyfre jednosci szukane;j licz-

e »m = @«

by. Wobec tego 11 —x jest cyfra dziesiatek tej liczby i oczywiscie x € <2; 9> NN. Zatem
10(11 —x) +x oznacza szukana liczbg, za§ 10x + (11 —x ) - liczbg o przestawionych cyfrach.
Z tresci zadania wynika wiec nierowno$é 10x + (11 —x) < % (1 0(11-x)+ x), ktorej rozwig-

zaniem jest x< 3 577 Uwzgledniajac to, ze x € <2; 9> NN, otrzymujemy x =3 lub x=2.

10. Wigksza niz 3 cm.
11. Z przystani K wyptynelo 6 kajakow, a z przystani L wyptyneto ich 11. Niech x oznacza
liczbe kajakow, ktore wyplynely z przystani K, a y — liczbe kajakow, ktore wyptynely
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y<2x

z przystani L. Z tresci zadania wynika ukfad nieréwnosci { y — 2 >x + 2 ktérego rozwig-
x+y<18,

zaniem w liczbach naturalnych jest jedynie para: x=6, y=11.

d) y e) y f) y
1
y=x
0} X 1 (0] 1 X X
1
Ryc. 2.

8. Wspodlrzedne punktu P = (x,y) musza speinia¢ nastepujace warunki:

1 5 3
/0 = x T = +_ X< + .
x20,y20, y< 3% 3,y< 5 X 4

9.
7. a)(13,5); b)(18,33); ¢) (%,%), d)(3,4); e)(=6,6); £)(2,-1); g)(=2,3); h)(0,0).
8. a)(5,—3)b)(3,-5);¢)(—2,-3);d)(8,—8).9.a)(0,0); b) (10,6); ¢) uktad sprzeczny.
11.a) Dlam =~ 2 uklad ten jest nieoznaczony, dla m #— 2 uktad ten jest sprzeczny.

b) Dla m # 4 uklad jest oznaczony i jego rozwigzaniem jest para (O, 2), dla m=4

uktad ten jest nieoznaczony.
¢) Dla|m|# 1uktfad ten jest oznaczony i jego rozwigzaniem jest para
2
- ’:;T;r 1, - ), dla m =1 uklad ten jest nieoznaczony, dla m =— 1 uktad

+1
ten jest sprzeczny.
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12.k e (—171’2—70_) Wskazowka: Punkt P(x,y) lezy wewnatrz y 4
kwadratu ABCD, jesli 0 <x<3i0<y<3. xty=1
13.a=b=1 14.m=2,n=-1 *y==1 e
1 3
15.a)(3,2),(=5,2); b){ = 1), (=, = 1} 4 D -
)(3:2). (=5.25 B[ 5.1), (-3 1] A
¢) Rozwigzaniami uktadu sg pary wspotrzednych wszyst- 5l
kich punktéw nalezacych do odcinkéw AB i CD (ryc. 3). )
Ryc. 3.

6.

1. Samochod6w wigkszych bylo 4, a mniejszych 5.

2. 35km/h.  3.6001400. 4.60gzlotai30gsrebra. 5. Corka -5 lat, ojciec - 28 lat,
babcia—52lata. 6.26. 7.10gi8g. 8.12dni. 9.5,632kgzlotai1,833 kg srebra.

10. Oglica 5 miar, muf — 7 miar.  11.1642 — 1727.  12. 12 krolikow i 23 bazanty.

1

5. m=4. 6.y>—%x+7, y>%x—3,y<—x+7.

Rozdziat ViIl.
1.

6. a) moze; b) nie moze.
7. a) istnieje, bowiem AB+BC=AC = a=T7,
b) istnieje, bo AB+ BC=AC dla kazdegoa € R;
¢) nie istnieje, gdyz AB+ BC# AC dlakazdegoa € R;
o . 1 1
d) istnieje, gdyz AB+ BC=AC < a S

8. a)tak; b)nie; c) tak; d) nie musi; e) nie.

9. Przedtuzmy odcinek AC do przecigcia si¢ z bokiem DB w pewnym punkcie E (ryc. 4).
Wowczas zachodza nieréwnosci: AD+ DE>AE i CE + EB> CB, czyli nierdwnosci
AD+DB—-EB>AE i AE-AC+EB>CB, skad AD+DB>AE +EB
i AE + EB> AC + CB, iostatecznie AD+ DB>AC+ CB.

10. Zachodza nieréwnosci (ryc. 5): AC+ CB> AP+ PB,CB+AB>PC+ PA,

AB+AC > PB+ PC, na mocy poprzedniego zadania. Po dodaniu ich stronami otrzy-
mujemy nieré6wnosé 2 (AB+BC+ CA) > 2(PA+ PB+ PC), skad wynika nierownos¢
zadania.

D C
E
C P
B A B

Ryc. 4. Ryc. 5.

A
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11. Poniewaz AE = CG, EF = GDi FB= DH, wigc dtugosci tych tamanych sa réwne.
12. Niech ABCD bedzie dowolnym czworokatem, za$ BD jedna z jego przekatnych (ryc.6).
Wowczas oczywiscie BD< AB+ AD oraz BD< BC+ CD. Stad

2BD<AB+ BC+ CD+ DA i ostatecznie BD< -;—(AB+BC+ CD+ DA).

C D

Ryc. 6.
13. Zobacz zadanie 12.

—

tego punktu od érodkd boku przeciwlegtego jest rowna 1.

17. Przyjmijmy, ze: A = —a), B=(a,—a), C=(a,a), D=(-a,a), gdzie a > 0. Wow-
czas jego Srodek O ]est poczqtklem uktadu wspotrzednych XOY, czyli: O = (0, 0). Wobec
tego dla dowolnego punktu P = (x,y) mamy:

PA’=(x+a) +(y+a), PB*=(x—a) + (y+a), PC*= (x—a) +(y-a),
PD*=(x+a) +(y—a), P03:x3+y3. Zatem PA*+ PB*+ PC*+ PD* - 4PO* = 84°.

18. Przyjmijmy, ze: A = (a,b). B=(-a,b), C=(-a,~b), D=(a,~b),gdzica> 0, b> 0.
Wowczas dla dowolnego punktu P=(x, y) mamy:

PA*+ PC*=(x— ) (y— b) (x+a) (y+a)

=(x+a) +(y=b) +(x—a) + (y+b) = PB*+ PD".
19. Wystarczy dowies¢, ze AP = 2PB1 AP+ PB AB. Istotnie,

e

T e B e K

3 3

2 2 2 2
=2 /()cl—m) +(J’1—Y2) -9 /(f_ﬂ_m) +(y_14£_2y_2 —yz) —2PB oraz
73 3 73 3

_ X1—)C:2 yl—)’2:_2" 2 2 2 .
AP-Z\/( . )+( . )—5\/(X1—XQ)+(y1—Y2)—§ABl

[ 2 2 [ 2 2
[ x1+ 2x2 yit+ 2y2 ) /(Xl—x:> (yn—yz)

PB= [ —x;) +|=—"=—y2] = | + =
v( 3 X) ( R R AE 3

| p 21 }
=3 [(x1=x2) +(y1—y2) ZEAB,WK;C AP+ PB=AB.

21. Nalezy sprawdzi¢, ze spelnione sa wiasnosci odleglosci w zbiorze.

OczywiécieAB:%%);_gK>O,gdyia<wib<w. Ponadto:
1 AB=0 P2 L usb=2wea=b.

at+b—-w
5 AB_a+b 2w b+a-2w _BA

a+b-w b+a-w
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Rozwazmy teraz dowolne trzy obszary lesne 4, B, C. Musimy wykazac¢, ze
3. AC<AB+BC.

W dowodzie tym skorzystamy z takich oto wtasnosci
nierownosci w zbiorze R liczb rzeczywistych:

(1) Jezelix> 0, y> 0, 25 0i% < |, to 0= < %,

y yrz oy u
() Jeieli x>0, y> 0, 2> 01> <2 to xizi > X 7
(Wykaz je!) Y Y Y

Przyjmijmy oznaczenia: a, b, ¢ — liczby gatunkow od-
powiednio na obszarach A4, B, C (i tylko na nich); u,
v, w — liczby gatunkoéw wspolnych obu obszarom od-
powiednio A i B, Bi C, C i A; t — liczba gatunkow

wspolnych wszystkim obszarom 4, B i C (ryc.7). Ryc. 7.

Wowczas '

AB:(a+u+w+t)+(b+u+v+t)—2(u+t): at+b+v+w i analogicznic
(a+u+w+t)+(b+utv+i)—(u+t) a+btutviw+t

BC= b+c+u+w _ atc+u+v .
b+ctu+v+w+t’ a+ctutv+wt

Zatem rzeczywiscie

AB+BC= a+b+tvtw  btctutw (’;) at+b+v+w+c "

at+tb+u+v+w+t b+ctut+v+w+t atbtutvtwitc

a+b+ctutw 2(a+c)+2w+u+v+2b(**)2(a+c)+2w+u+v

a+b+tctu+v+w+t  a+ctutviwtt+b 7 T atctutviwtt
a+c+u+v 4 a+c+2w - atctu+v

Tatctutviw+r  a+ctutviwtrt atctutviwtt =AC.
co konczy dowdd trzeciej wiasnoSci.
2.
4. Naokregu(A,r).  5.2)(0,—1),2; b)(1,0),/3;¢) (2, —2),3; d) réwnanie to przedsta-

wia punkt (1, = 1); €) (0, 1),/5; f)(1, = 1),4; g) nieréwnos¢ ta przedstawia punkt | -, ; ;

h)(=2,0),2;i)(2,2).4.  6.a) nazewnatrz; b) wewnatrz; c) na okregu; d) na okregu.
Wprowadzmy uktad wspodirzednych i oznaczenia jak

na rycinie 8. Wowczas §rodek S odcinka BC ma Y
b cy- .
wspoOtrzedne > .Iw1d21my, ze
) ) C(0c) |-
-b -c\ _b*+c? I\ 5,
2_[TO L ! » |
\\\ \\\\\ //!
A00) . __-B(b0) X
c\ _b*+c’ Cen
SC (—) (—2—> 1 skad SA=SB=SC. Ryc. 8.

385



Odpowiedzi i wskazowki

386

Oznacza to, ze S jest srodkiem okr¢gu przechodzacego przez punkty 4, B, C. Zatem BC
jest Srednicg tego okregu. Uwaga. Sprobuj rozwigzac
to zadanie bez wspotrzednych.

Skorzystaj z tego, ze kazda cigciwa kola jest nie wigk-
sza od jego $rednicy.

Zobacz rycing 9.

a) Przyjmujac oznaczenia jak na rycinie 10, otrzymu-
jemy nierownosci: PQ<PA, PR<PB, PS<PC,
PT< PD, z ktorych wynika, ze rzeczywiscie Ryc. 9.

PQ+ PR+ PS+PT<PA+ PB+PC+ PD.

b) PO+ PR+ PS+PT=(PQ+ PS)+ (PR + PT)=AB+BC.

Mamy (ryc. 11) nieréwnosci: PA' < PC, PB'<PA, PC'<PB, z ktorych wynika, ze
PA'+PB'+ PC' < PA+PB+ PC.

Wskazowka: Zastosuj wzor
na pole trojkata i wykaz, ze
ta suma rowna jest wysoko-
$ci danego trojkata rowno-
bocznego.

Obierzmy tak uktad wspoi- / : \
rzednych, aby jego osie by- 4 0 B A C B
ly rownolegte do bokow
danego prostokata, a poczg-
tek byt punktem przecigcia si¢ przekgtnych tego ! ‘
prostokata (ryc. 12). e
Woweczas boki tego prostokata leza na prostych

D, S C

Ryc. 10. Ryc. 11.

2 . a a b b
o réwnaniach: X=3,X== 2, y=5,y="73. Wo- K oy=%

bec tego odlegloéci dowolnego punktu P = (x,y) | '

okregu opisanego na tym prostokacie (okrag ten \ o )
2 2 \ 1
) od wymienio- . A TR

) : a
ma réwnanie () x>+y°=

nych prostych wynosza odpowiednio: |x— % , R -
b
y- 2P

b ., .

+ —|. Zatem rzeczywiscie
YyT3 Zyw

2

+

a
4+ =
* 2

>

Ryc. 12.
2 2 2
b
X+ — -— +

g2
2 2l P72 2 2 2) VT2

2 2 * 2 2 2 2 2 2
a_+§_(=)2a+b La+b?\_, a’+b

4 4 4 4 2
Uwaga. Sprobuj rozwiazac to zadanie bez wspolrzednych.

a) '5'; b) 0.

a

Q

=a’+b”.

:2<x2+y2+

a) prosta jest styczna do okregu; b) prosta przecina okrag w dwoch punktach;
¢) prosta i okrag nie majg punktu wspdlnego.
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. Poprowadzmy przez dany punkt P i srodek O danego okregu prosta. Punkty przeciecia si¢
tej prostej z okrggiem oznaczmy przez A i B. Wowczas dla dowolnego punktu O danego
okregu, r6znego od A4 i B (ryc. 13), zachodza nierownosci:

PQ< PO+ 0Q= PO+ OB= PBoraz

PO> ]PO— OQ| = 0Q- OP=0OA—- OP= OP+ PA— OP= PA, gdyz OQ= OB= OA.

Q

Ryc. 13.

Rycina obejmuje przypadki, gdy punkt P lezy
albo poza danym okregiem, albo wewnatrz ko-
ta o danym okregu. W przypadku, gdy punkt P
lezy na danym okregu, teza zadania wynika
z wlasnosci cigciw okregu.

. Teza zadania wynika z przystawania trojkatow
prostokatnych PAO i PBO (ryc. 14).

. a) okregi sa styczne zewnetrznie; b) okregi leza
jeden na zewnatrz drugiego; c) okregi sg stycz-
ne wewnetrznie; d) okregi sg styczne zewngtrznie; e) okregi przecinaja sie.

. a) okregi leza jeden na zewnatrz drugiego; b) pierwszy okrag lezy wewnatrz kota o dru-
gim okregu.

. 1,214, 6.r=1,r,=1,5,ry=3.

Ryc. 14.

5. Koto K' o §rodku w punkcie P, styczne wewnetrznie do danego kota i wszystkie otocze-

nia punktu P zawarte w kole K '.

. Gdyby figura F byta figura ograniczona, zawieralaby si¢ w pewnym kole. Zatem w kole
tym musiataby si¢ zawierac takze poiprosta zawarta w figurze F, co nie jest mozliwe (dla-
czego?).

. Figura F zawarta w figurze ograniczonej, a wigc zawierajacej si¢ w pewnym kole, takze
si¢ zawiera si¢ w tym kole. Jest wiec figura ograniczona.

na’ na’

10. —. 11. —.

4 4

12. Zawodnik na torze srodkowym ma punkt startowy wysuniety do przodu o 47T w stosun-

ku do zawodnika na torze wewn¢trznym, a na torze zewnetrznym o 87T.

. 20°.  6.105"
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7. Nalezy wykazaé, ze ¥ = a+ f3 (ryc. 15). Dorysujmy jeszcze cieciwe DA. Wowczas zauwa-
zymy, ze <ADB= &, za§ <CAD= B. A poniewaz Y jest katem zewngtrznym trojkata
ASD, dlatego rzeczywiscie Y = a + B.

12.< COM= 70", wigc « OCM=< ODM= 35" (ryc. 16). A poniewaz < OMD= 105, dlate-
g0<A0D= 180"~ (105°+35°) = 40"

13. Zauwazmy, ze < BAM=<AKM i <ABM=<MKB, na mocy twierdzenia o kgcie migdzy
styczng i sieczng (ryc. 17). Wobec tego
<AMB+<AKB=<AMB+3 AKM +< MKB=<AMB+< BAM+<ABM= 180".

14. Przyjmijmy oznaczenia, jak na rycinie 18. Wowczas na podstawie przykladu 8b otrzymujemy:

a=§(ﬁ+5ﬁ)=§(@+éﬁ+ﬁ+bﬁ)=

Ul n v Lo L - L AR R~ DDA =L o=
—2<2AB+2BC+2CD+2DA>— 4(AB+BC+CD+DA)_4 =2
B
Ryc. 15. Ryc. 16. Ryc. 17.

9.

3. Zauwazmy, ze odcinki BE i CE sa dwusiecznymi katow trojkata BCD (ryc. 19). Wobec
tego DE takze jest dwusieczna kata w tym trojkacie. Koficzy to dowdd tezy zadania.

5. Sposob 1. Przedtuzmy odcinek AH do przecigcia si¢ z bokiem BC w punkcie F (ryc.20).
Poniewaz trojkaty ADH i BDC s prostokatne i rtownoramienne (bo HD=AD, DB= CD
i < BDC=90"), wicc trojkat CFH jest takze prostokatny i rownoramienny. Wobec tego
odcinek AF jest prostopadty do boku BC trojkata ABC, wigc jest wysokoScia tego trojka-
ta. Z twierdzenia o przecinaniu sie wysokosci w trojkacie wynika, ze BE jest wysokoscig
trojkata ABC.
Sposob I1. Trojkaty DBH i ADC maja po dwa odpowiadajace sobie boki rowne i katy
miedzy nimi réwne (ryc. 21).

C
G -

+B;

Ryc. 20.
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Zatem sg przystajace. Stad o+ = 90", bo trojkat ADC jest prostokatny. Wobec tego
trojkat CEH jest takze prostokatny, o kacie prostym przy wierzchotku E. Stad wynika te-
za zadania.

6. Polaczmy punkt S z wierzchotkami A4 i B danego trojkata ABC (ryc. 22).
Odcinki A4S i BS leza oczywiScie na dwusiecznych katow tego trojkata. Widzimy wigc, ze
AD=DSi EB=ES. Zatem AB=AD+ DE+ EB= DS+ DE+ES.

7. Zauwazmy, ze trojkaty APS i BOS s3 rdwnoramienne (ryc. 23), w ktoérych AP=PS
1 BQ=(QS. Zatem PQ=PS+SQ=AP+ BQ.

8. a) Zauwaz, ze jesli P jest ortocentrum trojkata A'B'C' (ryc. 24.), to jego boki A'B’,
B'C'"iC'A" sa réwnolegie odpowiednio do bokéw AB, BC i CA trojkata ABC. Pozosta-

C C

Ryc. 21. Ryc. 22.

je jeszcze tylko spostrzec, ze wtedy czworokaty: AC'A'B",
C'BA'B'i A'CB'C" sa rownoleglobokami majgcymi para-
mi wspolny bok i stad otrzymac teze zadania.

b) Jesli P jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC,
to punkty A", B'iC"' sa srodkami bokow BC, CA i AB tego
trojkata. Wobec tego boki A'B', B'C' i C'A' trdjkata
A'B'C" sa rownolegle odpowiednio do bokow AB, BC
i CA trojkata ABC. Ryc. 24.

c) Jesli P jest Srodkiem okregu opisanego na trojkacie 4A'B'C', to PA'=PB'=PC".
A poniewaz odcinki PA', PB', PC", sa prostopadle do bokow trojkata ABC, wigc rzeczy-
wiscie P jest Srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat.

9. Niech A", B"iC' beda srodkami bokoéw BC, CA i AB trojkata ABC. Wowczas
A= (——X‘Z;’x%—”;”), B'= (—“;x‘,————”;y‘) iC'= (—x';xz,—y‘;yz). Teraz wykaz, 7
AS=2-SA4" i AS+SA'=AA' i podobnie BS=2-SB' i BS+SB'=BB' oraz
CS=2-8SC"iCS+SC'=CC'". (Zob. przykiad 8, podrozdz. 1).

10. Przedtuzmy odcinki CM i CN do przecigcia si¢ z prosta AB odpowiednio w punktach P
1 Q (ryc. 25). Otrzymamy trdjkaty PAC i QBC, w ktorych dwusieczne katow PAC i QBC
sa wysokoSciami. Trojkaty te s3 wigc rOwnoramienne, a w nich odpowiednio PA=AC
10B= BC, aponadto PM=MCiQN= NC. Punkty M i N sg zatem Srodkami bokow PC
1 QC trojkata POC. Wobec tego odcinek MN jest rownolegly do boku PQ tego trojkata

oraz MN= % PQ. Stad MN= % PO= %(PA +AB+ BQ) = %(AC+AB+ BC).
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10.

Dzielimy najpierw jedna z przekatnych na pig¢ rownych odcinkdw (ryc. 26), a nastepnie
punkty podziatu tej przekatnej taczymy odcinkami z wierzchotkami czworokata nienale-
zacymi do tej przekatnej. W ten sposob otrzymujemy zadany podziat czworokata na pigc
wielokatdéw o rownych polach.

N

 —

o W o=

A B 0] A B
Ryc. 25. Ryc. 26.

Oznaczmy przez M §rodek boku CD. Poprowadzmy prosta MB i obierzmy na niej taki
punkt C', aby CC' = CD (ryc. 27).

Przez wierzcholek B poprowadzmy rownolegta do CC', przecinajaca bok CD w punk-
cie Y. Wykazemy, 7e punkt Y i jego odbicie X wzgledem punktu M s3 poszukiwanymi
punktami. Istotnie, z twierdzenia Talesa zastosowanego do kata BMC i prostych YB

i CC' otrzymujemy MY= YB, skad XY= YB. Podobnie XY= AX.

Oznaczmy przez P i Q punkty, w ktorych przekatna BD danego prostokata przecinajg
odpowiednio odcinki AN i CM (ryc. 28).

Rownosé odecinkdéw DP i PQ otrzymujemy z twierdzenia Talesa zastosowanego do kata
BDC iprostych PN i QC, a réwnos$¢ odcinkéw PQ 1 OB — z twierdzenia Talesa zastosowa-
nego do kata ABD i prostych AP i MQ. Zatem rzeczywiscie DP=PQ= OB.

a) OA= 3%cm; b)CD= 1licm; ¢) AC=9cm;d) DB=32cm. 2.7 cm, 14 cm.

AB=22cm. 4.24cm. 5.174m.  6.97,5m.

Wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia o odcinku taczacym Srodki dwoch bokow trojkata.

Przedtuzmy nieréwnolegle boki AD i BC trapezu ABCD do przecigcia si¢ w punkcie S

(ryc. 29). Wowczas na mocy twierdzenia Talesa, zastosowanego do kata ASB i przecina-

jacych jego ramiona prostych DC i AB, otrzymujemy proporcje —2% = %, skad % = % To
s
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Odpowiedzi i wskazowki

zas oznacza (na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa) rownolegio$¢
odcinkow EF i DC. Odcinek CH, réwnolegly do AD, przecina si¢ z odcinkiem EF w swo-
im Srodku G (wykaz to!). Zatem GF = a- b, za$ EG = b, gdyz czworokat EGCD jest
rownolegtobokiem. Wobec tego D b c

EF=EG+GF=b+ “;b - “;b.
10. Zauwaz najpierw, ze odcinek taczacy Srodki nierow- E 2 P
G
a

b

2
noleglych bokow trapezu (rownolegly do jego podstaw H
i rowny ich Srednicy arytmetycznej) przecina przekat-
ne tego trapezu w ich Srodkach. Przy oznaczeniach jak 4 B
na rycinie 30 otrzymamy wowczas:

_ Ryc. 30.
GH=EF—(EG+HF):“+b—<9 9):” b,

+
2 2 2 2
13.b) Wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia o dwusiecznej kata w trojkacie.
c) Wystarczy rozwazac trojkat ostrokatny (dlaczego?). Niech ABC bedzie takim trojka-
tem, za$ punkty A", B', C' — spodkami jego wysokosci

C
(ryc. 31). Zauwaz, ze wowczas: AC'=AC - cosA,
C'B=BC-cosB, BA'=AB-cosB, A'C=AC " cosC, A
CB'=BC-cosC, B'A=AB- cosA. B
I'wobec tego rzeczywiscie ACT BA' CB =1l,cona
BSOS T C BA ¢
mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy, :
oznacza przecinanie si¢ wysokosci AA', BB'iCC' te- A ¢ B
go trojkata w jednym punkcie. Ryc. 31.

12.

5. <C=130", «D=110". 6.<A=60", <B=45", «C=120", <D=135".

7. Mamy (ryc. 32) 20+ 23+ 2y +28=1360", czyli a+ B+ 7y + 5= 180". W czworokacie
PORS: <S+2Q=180"— (0 +8) + 180" = (B+7)=360"— (a+B+y +35)=180".
Zatem czworokat ten mozna wpisac¢ w okrag.

8. Punkty A, O, PiC leza na jednym okrggu o §rednicy AP. Katy PAQ i PCQ, jako wpisane
w ten okrag i oparte na tym samym fuku i’@, sg wiec rOwne.

9. Zalézmy, ze czworokaty AB'PC" i BC'PA' mozna wpisa¢ w okrag (ryc. 33).

Niech <AB'P=a. Wowczas <CB'P=180"-a, za§ <CA'P=a. Zatem
<CB'P+<CA'P= 180", co dowodzi, ze czworokat CA'PB' mozna wpisaé w okrag.

10. Punkty A, B, P 1 C leza na jednym okregu o Srednicy AP. Wobec tego < CPA =< CBA(ja-
ko katy wpisane, oparte na tym samym fuku). Stad wynika réwnos¢ katow BAK i PAC
(dlaczego?)(ryc. 34.)

D C
5] 9 Y
sY R \ Y
S x
<0
o P 3
) S/ Y
A B
Ryc. 32. Ryc. 33. Ryc. 34.
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11. Wykazemy, ze sumy katéw przeciwleglych czworokata RQCD
sg rowne. Przyjmijmy oznaczenia jak na rycinie 35. Wowczas, na
podstawie przyktadu 8 z podrozdziatu 8, otrzymujemy

a+ﬁ:%(ﬁ+@>+%ﬁzé(ﬁ+ﬁ+ﬁa)=% 2m=m. A

Wobec tego réwniez Y + 6 = L.
13. Wykaz, ze czworokat ACBD jest trapezem rownoramiennym.

13.

5. Wskazowka: Skorzystaj z zadania 9 z podrozdziatu
11 oraz z warunku stycznosci zewngtrznej dwoch
okregdw.

6. Przyjmijmy oznaczenia, jak na rycinie 36.
Czworokat A'BB'O mozna wpisa¢ w okrag, wigc
<B'BO=<B'A'O. Poniewaz czworokat A'AD'O
takze  mozna  wpisa¢ w  okrag, wigc
<0A'D'=<OAD Ale, z zalozenia, czworokat
ABCD jest wpisany w okrag, wiec < CAD=< CBD.
Wobec tego <OA'D' =< CAD=<CBD=<B'A'O.
Stad wynika, ze OA' jest dwusieczng kata D'A'B".
Podobnie wykazujemy, ze OB', OC' i OD' s3 dwu-
siecznymi odpowiednio katow A'B'C', B'C'D' Ryc. 36.
iC'D'A". Rzutujac punkt O na odcinki A'B', B'C",

C'D', D'A' otrzymujemy odpowiednio punkty P, Q, R, S. Wowczas A'P=A'S,
BP=BQ,C'Q=C'R,D'R=D'S,skad A'D'+B'C'=A'B'+ C'D'. Rownos¢ ta do-
wodzi tezy zadania.

7. Wskazowka: Skorzystaj z warunku stycznosci zewngtrznej dwoch okregdw.

8. Wskazowka: Rozwazaj czworokaty wkleste: ABPC, BCPA, CAPB (ryc. 37).

14. '

6. Przedtuz odcinek OP (ryc. 38) do takiego punktu P', aby PP' = OP. Nastepnie przez P' po-
prowadz odcinki rownolegle do ramion kata. Ich konce A4 i B wyznaczaja zadany odcinek.

7. Wskazowka: Skorzystaj z zadania 6.

8. 9i6. 9.60°, 120°, 60°, 120°.  10.15i17. 11.75°, 105", 75°, 105",

13. Zobacz zadanie 9.

Ryc. 38.
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Tablice

Alfabet grecki
A « alpha H n eta N v ny T T tau
B B beta 6 6 theta E £ ksi Y v ypsilon
v gamma It iota O o omikron @ ¢ phi
4 8 delta K « kappa I n pi X x chi
E ¢ epsilon A A lambda Pp rho v oy psi
Z ¢ dzeta M u my X o sigma Q w omega J
( Popularne liczby niewymierne
1 _J/2
=~ 3,14159 /2 =~ 1,41421 /3~ 1,73205 ﬁ=7z0,70711
/5 = 2,23607 /7T = 2,64575 1 ﬁ ~ 0,57735
/3 3
\. J
s 2
Liczby pierwsze od 2 do 199
2 11 23 41 59 73 97 109 137 157 179 197
3 13 29 43 61 79 101 113 139 163 181 199
5 17 31 47 67 83 103 127 149 167 191
7 19 37 53 71 89 107 131 151 173 193 )
N
( Przedrostki Oznaczenie Potegi liczby 10 Nazwa liczby
piko p 107" = 0,0000000000001 bilionowa
nano n 1072 = 0,000000001 miliardowa
mikro U 10°° = 0,000001 milionowa
mili m 107° = 0,001 tysicczna
centy c 107 = 0,01 setna
decy d 107" = 0,1 dziesictna
deka da 10" = 10 dziesic¢
hekto h 10° = 100 sto
kilo k 10° = 1000 tysigc
mega M 10° = 1000000 milion
giga G 10° = 1000000000 miliard
tera T 10" = 1000000000000 bilion
peta P 10" = 1000000000000000 biliard
eksa E 10" = 1000000° trylion
10** = 1000000" kwadrylion
10 = 1000000° kwintylion
L 109 1000000" decylion )
( N
Cyfry rzymskie
1-1 1-1 11-XI 20 - XX 200 -CC
5-V 2-11 12 - XII 30 - XXX 300 -CCC
10-X 3-1II 13 - X111 40 - XL 400 -CD
S0-L 4-1V 14 - X1V 50-L 500-D
100-C 5-V 15-XV 60-LX 600-DC
500-D 6-VI 16 - XVI 70 -LXX 700 -DCC
1000 - M 7-VII 17 - XVII 80 - LXXX 800 - DCCC
8§ - VIII 18 = XVIII 90 - XC 900 - CM
9-1X 19 - XIX 100-C 1000 - M
10-X )
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Tablice

Jednostki dlugosci (Jednostki masy i ciezaru W
kilometr 1km=1000m =100000cm tona 1t=10q=1000kg

metr Im=10dm=100cm =0,001km | |kwintal 1q=0,1t=100kg

decymetr 1dm=10cm=100mm=0,Im kilogram 1lkg=100dag=1000g=0,001t
centymetr lcm = 10 mm = 0,1dm = 0,01m dekagram ldag=10g=0,01kg

milimetr Imm=0,1cm=0,01dm=0,001m | |gram 1g=1000mg = 0,1dag = 0,001kg
\miligram Img=0,001g

| -/ J
(
Jednostki pola W
kilometr kwadratowy  1km?*=1000000m?= 100 ha
metr kwadratowy Im*=100dm?=10000cm*

decymetr kwadratowy 1dm*= 100 cm?=0,01m?*
centymetr kwadratowy lcm?=100mm*=0,01dm’=0,0001m?
milimetr kwadratowy  Imm?=0,01cm”=0,0001dm?

ar la=100m?=0,01ha

| hektar lha=10000m>=0,01km*=100a

( N
Jednostki objetosSci i pojemnosci
metr szescienny 1m?=1000dm*= 1000000 cm’

decymetr szescienny ~ 1dm*=1000cm’®=0,001m’
centymetr szeScienny  1cm®= 1000 mm*=0,001dm’

litr 11=1000,028cm®*~ 1dm’
hektolitr 1hl=1001~ 100dm*
L mililitr Iml=0,0011~ lem’® )
e )
C

Katem zewnetrznym trojkata (wielokata)
nazywamy kazdy z dwoch katow przy-
leglych do kata wewnetrznego trojkata
(wielokata).

AL 8

PLANIMETRIA
S - pole figury, L — obwod figury, R — promien okregu opisanego, r — promien okregu wpisanego.
( 3\
TROJKATY
L=a+b+c

I [ abc
§=gah=absiny =pr=Sp = [p(p=a) (p=B)(p=c)
gdzie p = L (wz6r Herona).

Trojkat rownoboczny B
2
SRS R
2 4 .
2 a)/3 1 a/3 -
R:—h:——’ :_h:—' a
R )
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Tablice

{Tr()j kat prostokatny
W trojkacie prostokatnym ABC zachodza zwigzki:
a’+b*=c’, h’=xy, a’=xc b’=yc

pole kota S=7r?,
obwodkota L =27,
(04

ole wycinka S=
poteny 360

o

(04
dtugos$¢ ftuku L =
36

’

o

<27

C
1,1 2_ :
S=ab=Zch a’=xq =ye, h= /x,
+b— a
hzgé, r=4227C 9R-= rtri+r,=h, !
¢ 2
gdzie i 7, oznaczaja promienie okregdw wpisanych w trojkaty A X P
ADC iDBC,
22,
r +r2:r, h:r+l’1+r2.
\.
4
CZWOROKATY
Kwadrat Prostokat
d=a /2 Rzld:a/i d S=ab=adcos o =bdsinq,
b b a
1 2 2 d2 d= Y a2+ bz, &
- - — 2= .
F—EG,L—4LI,S—61 —"2—. . f a=ds1noc, b
b=dcosq,
Romb —, 2 ., L=2a+2b.  [©
a=(tc)+(1a , §
2 2 a A
h=asinq, h / Rownoleglobok
. cd 3¢ h=bsinq,
S=ah=a’sina=—,
2 * a S=ah=absinq,
[=4a. b L=2a+2b.
Trapez
L=a+b+c+d,
c d b
_(a+b)h h h
= >
o B o N
\_ a
( . N
SZESCIOKAT FOREMNY KOLO I WYCINEK KOLA




Tablice

WIELOKAT WYPUKLY
Suma miar katow wewnetrznych dowolnego wielokata wypuklego o n bokach jest rowna (n—2)- 180°,

a liczba jego przekatnych n(_nzi) Kat wewngtrzny n-kata foremnego ma miare n-2. 180°.
Tablica funkcji trygonometrycznych
e . : - - R
stopnie sin cos tg ctg stopnie sin cos tg ctg

0 0, 000 1,000 0,000 - 45 0,707 0,707 1,000 1,000

1 0,017 1,000 0,017 57,290 46 0,719 0,695 1,036 0,966
2 0,035 0,999 0,035 28,636 47 0,731 0,682 1,072 0,933
3 0,052 0,999 0,052 19,081 48 0,743 0,669 1,111 0,900
4 0,070 0,998 0,070 14,301 49 0,755 0,656 1,150 0,869
S 0,087 0,966 0,087 11,430 50 0,766 0,643 1,192 0,839
6 0,105 0,995 0,105 9,514 51 0,777 0,629 1,235 0,810
7 0,122 0,993 0,123 8,144 52 0,788 0,616 1,280 0,781
8 0,139 0,990 0,141 7,115 53 0,799 0,602 1,327 0,754
9 0,156 0,988 0,158 6,314 54 0,809 0,588 1,376 0,727
10 0,174 0,985 0,176 5,671 55 0,819 0,574 1,428 0,700
11 0,191 0,982 0,194 5,145 56 0,829 0,559 1,483 0,675
12 0,208 0,978 0,213 4,705 57 0,839 0,545 1,540 0,649
13 0,225 0,974 0,231 4,331 58 0,848 0,530 1,600 0,625
14 0,242 0,970 0,249 4,011 59 0,857 0,515 1,664 0,601
15 0,259 0,966 0,268 3,732 60 0,866 0,500 1,732 0,577
16 0,276 0,961 0,287 3,487 61 0,875 0,485 1,804 0,554
17 0,292 0,956 0,306 3,271 62 0,883 0,469 1,881 0,532
18 0,309 0,951 0,325 3,078 63 0,891 0,454 1,963 0,510
19 0,326 0,946 0,344 2,904 64 0,899 0,438 2,050 0,488
20 0,342 0,940 0,364 2,747 65 0,906 0,423 2,145 0,466
21 0,358 0,934 0,384 2,605 66 0,914 0,407 2,246 0,445
22 0,375 0,927 0,404 2,475 67 0,921 0,391 2,356 0,424
23 0,391 0,921 0,424 2,356 68 0,927 0,375 2,475 0,404
24 0,407 0,914 0,445 2,246 69 0,934 0,358 2,605 0,384
25 0,423 0,906 0,466 2,145 70 0,940 0,342 2,747 0,364
26 0,438 0,899 0,488 2,050 71 0,946 0,326 2,904 0,344
27 0,454 0,891 0,510 1,963 72 0,951 0,309 3,078 0,325
28 0,469 0,883 0,532 1,881 73 0,956 0,292 3,271 0,306
29 0,485 0,875 0,554 1,804 74 0,961 0,276 3,487 0,287
30 0,500 0,866 0,577 1,732 75 0,966 0,259 3,732 0,268
31 0,515 0,857 0,601 1,664 76 0,970 0,242 4,011 0,249
32 0,530 0,848 0,625 1,600 77 0,974 0,225 4,331 0,231
33 0,545 0,839 0,649 1,540 78 0,978 0,208 4,705 0,213
34 0,559 0,829 0,675 1,483 79 0,982 0,191 5,145 0,194
35 0,574 0,819 0,700 1,428 80 0,985 0,174 5,671 0,176
36 0,588 0,809 0,727 1,376 81 0,988 0,156 6,314 0,158
37 0,602 0,799 0,754 1,327 82 0,990 0,139 7,115 0,141
38 0,616 0,788 0,781 1,280 83 0,993 0,122 8,144 0,123
39 0,629 0,777 0,810 1,235 84 0,995 0,105 9,514 0,105
40 0,643 0,766 0,839 1,192 85 0,996 0,087 11,430 0,087
41 0,656 0,755 0,869 1,150 86 0,998 0,070 14,301 0,070
42 0,669 0,743 0,900 1111 87 0,999 0,052 19,081 0,052
43 0,682 0,731 0,933 1,072 88 0,999 0,035 28,636 0,035
44 0,695 0,719 0,966 1,036 89 1,000 0,017 57,290 0,017
L 45 0,707 0,707 1,000 1,000 90 1,000 0,000 - 0,000
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Indeks

A G

alternatywa 11 Gauss Carl Friedrich 65
- wykluczajaca 11

argument 125 1
- funkgji 135 iloczyn 10

implikacja 12, 13

B indukcja matematyczna, zasada 63
Bernoulli Jakob 68 inkluzja 28
blad przyblizenia
- bezwzgledny 121 K
—wzgledny 121 kat
cosinus 191, 206 - §rodkowy 333
cosinusoida 239 — wpisany 333
cotangens 191, 206 kofunkcja 193
cotangensoida 242 koto 314, 332
koniunkcja 10
D kwantyfikator
Dirichleta zasada szufladkowa 147 — ogblny 21
dowdd — szczegbtowy 22
- nie wprost 26
—wprost 26 L
dwusieczna kata 342 liczba

dziedzina funkcji 125 _ calkowita 79

— naturalna 79

E .
) —rzeczywista 92
Euklidesa algorytm 85 ~ niewymierna 90
— pierwsza 84
F .
) —wymierna 88
figura - wzglednie pierwsza 86
— domknigta 330 wegrecie p
. . —zlozona 84
- nieograniczona 330
- ograniczona 330 M
—otwarta 330 iara fuk Kata 212
~ wklesla 332 miara fukowa ata
miara obrotu
—wypukta 331 dodatnia 204
forma zdaniowa 8 ~ dodatnia
—ujemna 204

funkcja trygonometryczna

- nieparzysta 218-219

— parzysta 218-219
funkcja

- liniowa 253

—malejaca 147

- monotoniczna 148

- nieparzysta 152

- odwrotna 163

- okresowa 150

— parzysta 152 Y

~rosngca 148 okrag 313

—stata 149 — styczny wewngtrznie 326

— styczny zewnetrznie 326
ortocentrum 345

miejsce zerowe funkcji 139

N

najmniejsza wspdlna wielokrotnosc 86
najwiekszy wspdlny dzielnik 85
negacja 16

Newtona symbol 71

Newtona dwumian 75

- tozsamosciowa 140
—-wewnetrzna 155
—zewngtrzna 155
funkcje trygonometryczne dowolnego kata 206
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Indeks

P
parametr 263
Pascala trojkat 73
pierwiastek
—arytmetyczny 48
— kwadratowy 48
- szeScienny 48
Platon 26
potega
- podstawa 45
—wykladnik 45
prawa de Morgana
— I prawo 18
—II prawo 19
prawo rachunku zdan 17
prawo
—negacji implikacji 20
— odrywania 19
- podwdjnej negacji 17

- rozdzielnosci koniunkcji wzgledem alternatywy 20

— sprzecznosci 17

—wylacznego Srodka 17
procent 42

— obliczanie 42-43
promil 44
przechodnio$¢ liczby 95
przeciwprostokgtna 191

przedzialy liczbowe 106-108

przyprostokatna
— przeciwlegia 191
- przylegta 191
punkt figury
- brzegowy 329
—wewnegtrzny 329
—zewnetrzny 329
— styczny 322

R

radian 212
réwnoleglobok 364
rownowaznos¢ 15
roznowarto$ciowos¢ 146
Russell Bertrand 12

S

sieczna okregu 322
silnia 71

sinus 191, 206
sinusoida 239

suma 11

symetralna odcinka 340
symetrycznos¢ liczby 94

S

Srednia
—arytmetyczna 100
— geometryczna 100
— harmoniczna 103
— kwadratowa 104

srodkowa trojkata 345

T
tangens 191, 206
tangensoida 241
tautologia 17
trapez 366
trapezoid 367
twierdzenie
— Menelausa 355, 356
— Talesa 347, 350
—van Aubela 354

U
uktad
- nieoznaczony 290
- nieréwnosci liniowych 301
— oznaczony 290
- réwnan niezaleznych (patrz: oznaczony)
- réwnan zaleznych (patrz: nieoznaczony)
- sprzeczny 290
utamek
— dziesietny 36
— niewlasciwy 35
—, okres 93
— wiasciwy 35
—zwykly 35

w
warto$¢ bezwzgledna 111
warunek
— konieczny 14
— wystarczajacy 14
wzory
—redukcyjne 220-226
— skréconego mnozenia 50-53

Z
zaprzeczanie zdan 16
zbior
—elementow 27
— liczb rzeczywistych 92
- nieskonczony 27
— pusty 27
- skonczony 27
zwrotno$¢ liczby 94
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